
PC, lycée Joffre, 2024-2025

Le petit point de cours (1)

Le 18 septembre 2024. 20 minutes sans calculette. NOM :

Dans la suite K désigne IR ou C et, sauf mention contraire, E est un espace vectoriel sur K.

1. Du cours. . .

a. Énoncer avec précision le théorème du rang.

b. Soient F1, . . . , Fp des sous-espaces de E. Donner la définition de l’expression « la somme

p∑
i=1

Fi

est directe » et donner une propriété équivalente à cette expression.

c. Qu’est-ce qu’une forme linéaire sur E ?

d. Démontrer qu’une forme linéaire sur E est soit nulle soit surjective.

2. Dans cette question E est de dimension finie n ⩾ 1.

a. Qu’est-ce qu’un hyperplan de E ?

b. Démontrer que tout sous-espace vectoriel F de E vérifiant dimF ⩽ n − 1 est inclus dans un
hyperplan de E.
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3. Soient f et g dans L(E).

a. Soit F un sous-espace de E. Donner la signification de : F est g-stable.

b. Soit λ un réel. On note Ef,λ = ker(f − λIdE). On suppose que f et g commutent, c’est à dire
vérifient : f ◦ g = g ◦ f . Démontrer que Ef,λ est g-stable.

4. Soient A la matrice pleine de 1 dans Mn(IR) (avec n ⩾ 2) et f l’endomorphisme de IRn canoni-
quement associé à A. Déterminer Im f et ker f . On notera (e1, . . . , en) la base canonique de IRn.

5. Dans cette question E est de dimension finie n ⩾ 1 et p est un projecteur de E de rang r ⩾ 1.
Justifier qu’il existe une base β de E telle que la matrice de f dans β est :

[p]β =

(
Ir 0n−r,r

0r,n−r 0n−r

)
,

où Ir est la matrice identité d’ordre r, et 0s,q désigne la matrice nulle de Ms,q(K).
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