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Marche aléatoire sur ZZ, une correction

Préliminaires

1. On a Sy(w) =2, S1(w) =1, S2(w) =0, S3(w) =1 et S4(w) = 0. La trajectoire associée & w est donc la
suivante.

2. La variable aléatoire X1 ne peut prendre que les valeur —1 et 1. Ainsi, si cette trajectoire représente
l'issue w, on a Sk11(w) =2+ 1 ou Sgy1(w) =z — 1.

Conclusion. La trajectoire considérée peut atteindre les points (k + 1,2 + 1) avec la probabilité p et
(k4 1,z — 1) avec la probabilité 1 — p.

3. A chaque issue de I'expérience est associé une trajectoire. Deux issues différentes auront deux trajectoires
différentes. Comme il y a 2™ issues, il y a 2" trajectoires possibles.

4. L’événement [S; = 1] N [S2 = 0] correspond a toutes les trajectoires qui passent par les points (1, 1) et

(2,0).

Partie I - Principe de réflexion et applications

1. On raisonne par analyse/synthése.

e Analyse. On suppose qu’il existe une trajectoire de m & n. Entre les instants m et n (m < n qui est la
derniere abscisse possible d’une trajectoire), on a tiré k fois Pile et n — m — k fois face pour un certain
entier k dans {0,...,n —m}. Ainsi on a :

v—pu=k—(n—-m-—=k)=2k—(n—m).

Il en résulte que v — p+ (n —m) est paire ce qui impose que ‘ v — i et n —m sont de méme parité | Puis
on a :

lv—ul=2k—(n—m)<2(n—m)—(n—m)=n—m.

Conclusion partielle. Une condition nécessaire a ’existence d’une trajectoire entre M et N est :

v — p et n —m sont de méme parité
(P)
=l <n—m

e Synthése. On va montrer que la condition précédente est suffisante. Supposons donc que (P) est
vérifiée.



Comme v — p et n — m sont de méme parité, il existe k entier naturel tel que v — p + (n — m) = 2k.
Puis on a |v — u| < n—m donc

m—-n<2k—(n—m)<n—m donc 0<2k<2(n—m)

et ainsi k € {0,...,n —m}. Considérons maintenant la trajectoire quittant N et définie par : on o0b-
tient successivement k fois Pile a partir du point M puis n — m — k fois Face. Cette trajectoire passe
alors par le point d’abscisse n+(m—n) = m et d’ordonnée n—k—(n—m—k) = m, c’est a dire le point M.

Conclusion. Une condition nécessaire et suffisante a l'existence d’une trajectoire entre M et N est :

{V — et n —m sont de méme parité;

v —pl <n—m.

. Le nombre de trajectoires entre M et N correspond, selon ce qui précede, au nombre de manieres de

1 _
placer k = 5(1/ — pt+n —m) Pile parmi n — m lancers : il s’agit de | Ty n = (n km) )

Cas particulier. Lorsque M = O (origine du repere), on a donc To,ny = ( l(nT:_ V) )
2

. Principe de réflexion

a. On va construire une bijection de I'ensemble To(M, N) des trajectoires de M & N passant par 'axe
Oz sur 'ensemble T'(M’, N) des trajectoires de M’ & N.

Prenons T une trajectoire dans Tp(M, N). Cette trajectoire rencontre pour la premiére fois 'axe Ox
en un point I. On associe alors & cette trajectoire, la trajectoire 7 de M’ & N définie de la maniére
suivante : le premier morceau de T” est le symétrique par rapport a Oz de la ligne brisée joignant M
a I définie par la trajectoire T et le second morceau de T est la ligne brisée définie par la portion de

T reliant I & N.

O P

VAN Nis

Plus précisément, soit T' € To(M, N) que I'on décrit par ses points d’abscisse entiére :
T={(,S3))|ie{m,...,n}}.
Soit ip = min{i € {m,...,n} | S(i) = 0}. On définit alors T” par :
T ={(i,=S@{) i€ {m,...,ig}} U{(i,—=S@E)) |i€ {io+1,...,n}}.
Il s’agit bien d’une trajectoire de M’ & N et on pose 7" = f(T'). On a ainsi défini une fonction :
f:To(M,N) — T(M',N).

Considérons maintenant g : T(M', N) — Ty(M, N) définie de la manieére suivante. Lorsque T dans
T(M',N) s’écrit T = {(i,5(4)) | i € {m,...,n}}, on pose ig = min{i € {m,...,n} | S(i) = 0} ainsi
que :

g(T)={@G,—-S@) |ie{m,...,i0}} U{(SH) |ie{io+1,...,n}}.



On a alors de maniere évidente fog = Idp(a ny et go f = Idgp, (ar, ) ce qui prouve que f est bijective.
Il en résulte que :

‘Card(To(M, N)) = card(T(M’, N)) ‘

1
b. Pour aller de M a N, on a vu qu’il faut et qu’il suffit de tirer k = §(V+u+n—m) fois Pileet n—m—k
fois face. Les trajectoires de M & N sont toutes équiprobables de probabilité p*(1 — p)"~™ %, On a

aussi vu qu’il y a i trajectoires de M a N. Parmi toutes ces trajectoires, il y en a T N
qui rencontre I'axe Oz, selon le principe de réflexion.
Tun—Tw N 1 Ty N

La probabilité cherchée est donc .
Ty, N TN

_ 1
Enfin on a Tap n = <n £m> oul = E(V—i-,u—ﬁ—n—m) selon la question 2.

Conclusion. Lorsque partant de M on arrive a N, la probabilité de ne jamais passer par l'axe Ox

est :

n—m

L
-,
n—m
(")
N 1 1

oul = §(V+u+n—m) et k = i(y—u—i—n—m).
NB : noter qu'’il s’agit d’une probabilité pour la loi conditionnelle Pg(n)=p,s(n)=1]- - -

4. Deux applications

a. Les prises de bulletin dans I'urne pour le dépouillement sont équiprobables. Chaque bulletin pour A
est compté +1 et chaque bulletin pour B est compté —1. Un dépouillement est alors une trajectoire

de lorigine du repére au point N = (1000, 200). Leur nombre est 7oy = ( 1600000) (question 2).

Posons n = 1000 et v = 200.

Une trajectoire pour laquelle A est majoritaire reste strictement au dessus de 'axe Oz deés le point
d’abscisse 1, qui est nécessairement (1,1). On est donc ramené a déterminer le nombre de trajectoires
du point (1,1) au point N qui ne rencontrent pas I’axe des abscisses.

Selon la question précédente, leur nombre est (n ; 1 ) — (n 2 ! ) ou

1 1
(= 5(200+ 141000 — 1) = 600 et k= (200 —1+1000—1) =599 = — 1.

(2_11> _(771) - ((7;_11!! <(n1€)! _e(nae)!>

Mais on a :




La probabilité cherchée est donc :

(Z—i)‘(n/zw _ (=D 2—n 00

(rg) 0 (n—0)] nl

1
Conclusion. La probabilité que A ait été majoritaire tout le long du dépouillement du scrutin est —.

b. File d’attente

Appelons Ny le nombre initial de billets de 5 zoros en caisse. Notons que, lorsque toutes les personnes
sont entrées, il y a dans la caisse, 40 billets de 10 zoros et 20 + Ny billets de 5 zoros.

A chaque nouveau client, le nombre de billets de 5 zoros augmente ou diminue de 1 : le nombre
de billet de 5 zoros en caisse est donc une trajectoire de point initiale M = (0, Ny) et de point
final (100,20 + Ny). On cherche la probabilité que cette trajectoire reste au dessus (pas forcément
strictement) de Paxe des abscisses. Il s’agit de la probabilité que cette trajectoire ne rencontre jamais
l’axe y = —1. Un changement d’origine du repere assure alors qu’il s’agit de la probabilité qu’une
trajectoire de M = (0, No + 1) & (100,20 + No + 1) ne rencontre jamais 'axe y = 0. Cette probabilité
est, d’apres la question 3 :

100
(%)

:1—7
b 100’
k

1 1
o £ = 5(22+2No + 100) = 61+ No et k = (20 + 100) = 60.

100
61 + Ny

100
60
Le tableau suivant qui donne des valeurs approchées de p par défaut au millieme.

No I 0 1 2 3 1 5
p || 0,344 | 0,587 | 0,751 | 0,856 | 0,920 | 0,057

Onadoncp=1-—

Comme p est fonction croissante de Ny, on peut conclure.

Conclusion. Il faut 5 billets de 5 zoros dans la caisse au minimum, pour que, avec la probabilité d’au
moins 95%, chacun soit servi deés qu’il se présente.

Partie II - Retour a zéro pour une marche aléatoire symétrique

1. L’événement [Ss, = 0] signifie que la trajectoire passe par le point (2n,0).

. . . R . 2 s .
2. Le nombre de trajectoire allant de l'origine du repere au point (2n,0) est ( :) d’apres la question 2

de la partie 1. Comme il y a 22" trajectoires qui vont jusqu’a un point d’abscisse 2n, on peut conclure



que :

Hon = 92n

3. a. Une trajectoire quittant le point (2n — 1,1) ne peut atteindre que deux points : les points (2n,0)
et (2n,2). Ainsi il n’existe qu'un prolongement possible de la trajectoire de w & partir du point
(2n — 1, 52,1 (w)) sur laquelle Sy, > 0.

b. On considere les points A(1,1), A’(1,—1) et B = (2n — 1,1). D’apres le principe de réflexion, on a :

Pan—1=Tap—Taa = <2n2)_ (2n2) .

n—1 n
c. On considére une trajectoire (événement) w sur laquelle, pour tout ¢ € {1,...,2n — 1}, S;(w) > 0.
Mais, pour tout 7 € {1,...,2n}, S;(w) est de méme parité que i (récurrence élémentaire). Il en résulte

que Sop—1(w) =1 ou Sy,—1(w) > 3. Mais :
— Il y a po,—1 trajectoires de cette forme telles que So,—1(w) = 1 et il n’y a qu'un seul
prolongement possible de cette trajectoire restant au dessus strictement de 'axe Ox;
— Iy a vap—1 — pan—1 trajectoires de cette forme telles que Sa,—1(w) = 3, et il y a deux
prolongements possibles ne rencontrant pas Ozx.

Il en résulte que :

‘VQn = Pan—1 + 2(Von—1 — Pan—1) = 2V2n—1 — Pan—1 ‘

d. Mais va,—1 = 29,2 (évident d’apres ce que 'on a vu a la question précédente). Il vient donc :

Vop = 4Vap_2 — DPap—_1.

. . . . 2n — 2 2n — 2
On fait alors une récurrence, en utilisant le fait que po,—1 = < " ) - < " >, pour montrer

n—1 n
P 1/ 2n
2n — 2 n .
4. Soit T une trajectoire, liée a une issue w, qui ne passe pas par 0 entre les instants 1 et 2n. Par continuité

(théoreme des valeurs intermédiaires), elle est située soit au dessus, soit au dessous (strictement!) de
laxe des abscisse sur [1,2n]. On a donc :

[S1#0,...,8, #0]=[S1 >0,...,52, >0 U[S1 <O0,...,S2, <0].

que :

Par symétrie, il vient :
1)
P(S1 #0,...,82, #0) =2P(S1 >0,...,S2, > 0) :2272 = [2n.
5. e Pour simplifier, on représente une trajectoire par les ordonnées de ces points d’abscisse entiére. A une
trajectoire (0,y1,...,Y2,) de Ba, on associe la trajectoire (0,1,y1 + 1,...,y2, + 1) de Aag,11. Il s’agit

bien d’une bijection, la bijection réciproque étant application qui & une trajectoire (0,y1, ..., yant+1) de
As, 11 associe la trajectoire (y3 — 1,...,yan+1 — 1) de Ba, puisque y; = 1.

e Comme il existe une bijection de Bs, sur Aa,y1, ces deux ensembles ont méme cardinal qui est

2 ,
Vopt1 = 29, = < :) Il en résulte que :

2n>
n
P(BZn) = W = H2n |




6. Premier retour en 0
Les événements [Sa, = 0] et [Sa, # 0] formant un systéme complet, on a :

P(S1#0,...,8,2#0)=P(S1 #0,...,5,2# 0,52, =0)+P(S1 #0,...,S2, 2 # 0,5, #0)

:P(B2n72) :P(E2n) P(BQH)

Il en résulte, selon la question précédente, que ‘ P(Es,) = pion—2 — tan |

7. Probabilité de retour en 0 en temps infini.

a. On a [Ty < 4o00] = U Es,,, Punion étant disjointe (noter qu’une trajectoire ne peut revenir a 0 en
n€IN*
temps impair, puisque p = % et Sp = 0...). Ainsi, par o-additivité :

P(TO < +OO) = Z P(EQTL)

(¥)

N N
b. Pour tout N entier on a : Z P(Es,) = Z Mon—9 — Mon = Mo — fony = 1 — 52N

n=1
Mais la formule de Stirling dit que n! o (g) v2nm, donc :
[ee]
2 W\ iy
N )  (@2N) e T

22N (N1)222N Notoo /N 2N
(M () (2Nm)22N
e

2N
o N
Ainsi NLHEOOW 0, ce qui amene : P(Ty < +00) LHEOO Z P(Es,) =1.

Conclusion.
‘ P(Ty < +00) =1 : une trajectoire revient donc presque stirement en 0 en temps fini ‘

8. Tous les entiers sont atteints. On prend bien str a # 0, le cas a = 0 ayant été traité ci-dessus.
a. Tout d’abord on a [T, = +oo] = E. Puis les événements ([Ty = k])rew et [To = +oo] forment un
systeme complet d’événements :
+oo
P(E) = P(EN[Ty = +d]) + »_ P([Ty = k| N E).
k=0

Comme EN [Ty = +o0] C [Ty = +o0] et P(Ty = +00) = 0 (question précédente), on peut conclure.

Conclusion. | P(T, = +0) ZP k] N E) ou E est I'événement F = ﬂ [Sn # a] |
n>=0

b. Soit k > 1 entier. Par double inclusion, on a de suite [Ty = k] N E = Ey N F}, donc :

\P([TO =k|NE)=P(E,NFE,) \




c. e Soit k > 1 entier. Ej, n’est autre que ’événement [T, > Tp] N [T = k|, comme cela se voit de suite
par double inclusion. Il en résulte que :

[P(BY) = P(T.>To. To = k)| (&)

e D’apres les questions II-8a et II-8b, on a :

+00 +oo +oo
P(T,=+00) =Y P(To=k|NE)=Y_ P(ExNF) = Pp,(Fi) x P(Ey).
k=1 k=1 k=1

Mais avec a # 0, Pg, (F) = P(E) = P(T, = +00). Il vient donc le résultat souhaité, en tenant
compte de ().

“+oo
Conclusion. | P(T, = +0) = ZP(Ta > Ty, To = k)P(T, = +0) |-
k=0

d. e Avec a # 0, [T, < Tp] et [T, > Tp] forment un systéme complet d’événements :
P(Ta >T0) Zl—P(Ta <T0).
Montrons alors que P(Ty, < Tp) # 0.

— Supposons par exemple a > 0. On considere 1’événement :

H:[Sozovsl:1,S2:2,...7Sa:a}_

1 1
Ona H C [T, <Ty| et P(H) = % donc P(T, < Tp) > %"
— Si maintenant a < 0, on considere

H=[Sy=0,8=-1,8=-2,...,5 =d|,

1
et le méme raisonnement que ci-dessus montre que P(T, < Tp) > ol
Conclusion. ‘P(Ta >Tp) <1 ‘
e Le résultat de la question précédente permet de dire que :
“+o0
P[T, = +00] = P(T, = +00) x Yy _ P(T, > Ty, Ty = k).
k=0
“+o0
Orona: Y P(T,>Ty,Ty=k)=P(T, >Yy) — P([Ty > Ty] N [Ty = +]).
k=0

Comme [T, > To] N [Ty = +o0] C [Ty = +o0] on a P([Ty, > To] N [Ty = +o0]) =0 d’ott :
P[T, = +o0] = P(T, = +00)P(T, > Yp).

On a donc (1 - P(T, > Yy)) P(T, = +o0) = 0 donc P(T, = +o0) = 0.
#0

Conclusion. P(T, = +00) = 0 : la marche aléatoire (sa trajectoire) passe presque siirement par un
point d’ordonnée a.



Partie III - Quelques propriétés supplémentaires des marches aléatoires symé-
triques

1. Marche aléatoire bornée, modele du joueur.

a.

La fortune du joueur peut étre représentée par une marche aléatoire symétrique (S, )nemw telle que
So = m. Posons, pour n € IN, S/ = S, — Sp. (5] )new est une marche aléatoire symétrique
telle que S; = 0. Selon la partie précédente (question II-8), en utilisant les mémes notations,
P(Ty—m = +00) = 0 : cela signifie que la personne s’arréte de jouer presque stirement.

e Soit m € {1,...,b— 1}. Notons X; la variable aléatoire donnant 1 si le résultat du premier lancé
est Pile et 0 sinon. Cette variable aléatoire suit une loi B(1, %) Appelons encore G I'événement : la
personne atteint son objectif en partant d’un capital m. Comme [X; = 1] et [X; = 0] est un systeme
complet d’événements, on a (formule des probabilités totales) :

pm=P(G) = P(GN[X;=1])+P(GN[X;=0])
= Px,—1)(G)P(X1 =1)+ Pix,—q)(G)P(X1 = 0).

Comme Pix,—1)(G) = pm+1 et Pix,—0)(G) = pm—1, on en déduit immédiatement que :

Pm = %pm—l + %pm—i—l .

e Pour m entier naturel, on a donc :
Pmt2 = 2Pm+y1 + Pm = 0.

Ainsi (p;)men est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation résolvante est X2 —2X +1 = 0.
Elle admet une solution double qui est 1. Ainsi il existe deux constantes réelles a et 38 telles que :

P = am + .

1
Avec pg =0 et p, =1, on obtient 8 =0et a = 7

Conclusion. | Pour tout m € IN on a p,, =

? B

2. Récurrence.

a.

Question magnifique!!!

Analysons I'événement [sup S, = +0o0]. Cet événement est réalisé si et seulement si pour tout N € IN
il existe n € IN tel que [S,, > N] soit réalisé. On a donc :

[sup S, = +o0] = ﬂ (U[Sn>N}>.

NeIN \nelN

e Fixons NV € IN et estimons P ( U [Sn > N])
nelN

On a vu, avec les notations de la partie III-8, que : P(Ty = +o00) = P ﬂ [Sn # N]| =0.
nelN

Ainsi P ( ﬂ [Sn # N]) = 1. Mais

nelN

NS #N=UBnZN = 1Sa=Nc |5 =N,

nelN nelN nelN nelN



puisque, pour tout N € IN, [S,, = N] C [S,, > N].

On a donc, par croissance d’une mesure de probabilité : | P < U [Shn = N]) =1\

e Déterminons maintenant P[sup S,, = +o0]. On a

[sup S, < +o0] = ﬂ (U[Sn>N]>: U (U[Sn>N}>.

NeIN \neIN NeIN \nelN

La propriété de sous-additivité permet d’écrire, dans IR :

+o0
P(sup S, < +00) < Z P ( U [Sn > N]) .
N=0

nelN

Mais on vient de montrer que P < U [Sh = N]) = 0 pour tout n € IN. Ainsi P(sup S,, < +o00) =0
nelN
(Note !) donc :
Plsup Sy, = +o0] =1 — P(sup Sy, < +o00) = 1.

o Le résultat P(inf S, = —o0) = 1 se montre de la méme maniere.

Conclusion. ‘P(sup Sy, =—+00) =1et P(inf S, = —o0) =1 ‘

Interprétation. Une marche aléatoire symétrique (S, )ncN atteint des valeurs arbitrairement grandes
et petites.

b. Sia = 0, le résultat a déja été démontré (question II-7). Prenons a dans ZZ. Raisonnons par I’absurde
et supposons que {n € N | S,, = a} soit fini.
Soit IV son plus grand élément. Pour tout n > N + 1, la trajectoire de .S,, ne passe pas par a : selon
le théoreme des valeurs intermédiaires (une trajectoire est continue!), on a S,, > a ou S,, < a.
Dans le premier cas, on obtient une contradiction avec P(inf S,, = —o0) = 1 et dans le second cas,
on obtient une contradiction avec P(sup S, = +00) = 1.

Conclusion. | Pour a € ZZ, {n € N | S,, = a} est presque siirement infini ‘

Commentaire. L’idée derriere cette question est la suivante : comme on a presque stirement sup .S,, =
+0oo et inf S,, = —o0, la marche aléatoire (S, )nen doit (presque sirement) faire une infinité de va-
et-viens entre des valeurs positives et négatives de plus en plus grande. Pour ce faire, elle devra alors
passer par toutes les valeurs intermédiaires, ce une infinité de fois!

1. On vient de rencontrer le phénomene suivant suivant : la probabilité d’un événement qui est union (méme strictement
dénombrable) d’événements (pas forcément disjoints) de probabilité nulle est encore nulle.



