PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Exercice probabilités CCP 2022 avec un bonus, une correction

Partie 1 - Etude des longueurs de séries.

1. e L’événement [L; = n] est réalisé exactement lorsque les n premiers lancers donnent Pile et le (n + 1)-iéme
Face ou lorsque les n premiers lancers donnent Face et le (n + 1)-iéme Pile. Ainsi :

MLl:TL]:(P1ﬁpgﬂ"'ﬂpnﬂFn_i_l)l_l(FlmFgﬁ"'anﬁpn_,_l)‘

e Par incompatibilité P(L1 =n)=P(PiNPoN--- NP, NFy1)+ P(FINFN---NE, N Pyyq).
Puis par indépendance : P(L; = n) = P(P,) P(P,)...P(P,) P(F,11) + P(F1) P(Fy) ... P(F,) P(Pu11).

Conclusion. ‘ P(Ly=n)=p"q+q¢"p ‘

e On a alors :
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e Comme 2 = [L; = +o0] L < |_| [L; = n]) il vient P(Ly = +00) = 0.
nelN*

2. a. e Soient n et k dans IN*. On a :
[Ly =n]N[Ly = k] = (PN NP,NE, 1N - NFppk N Ppg g1 )U(F1T N - NFN PN NPy ik NF i kt1)
e Par union disjointe et indépendance il vient :
P([Ly=n]N[Ly=k]) = PP)x---x P(P )X P(Lpt1) X -+ X P(Lpyk) X P(Phikt1)
+P(F1) x - x P(F) X P(Pry1) X -+ X P(Ppyg) X P(Foipi1)
= p"¢"p+4q"pq

ce qui donne ‘ P([Ly =n] N [Ly = k]) = p"Figk + ¢gntipk ‘

b. Notons que les événements [L; = n| pour n décrivant IN* forment un systéme quasi-complet d’événements.
Fixons k dans IN*. La formule des probabilités totales affirme que :

P(Ly=k) = Y P(Li=n]n[L=k) Zp““’“ +q"
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correctement

ce qui donne ‘ P(Ly = k) = p*¢"~1 4+ ¢?pF—! ‘

c. Les séries quil et Z pF~1 convergent (série géométrique, p et ¢ dans ]0,1[). Par somme la série

k>1

Z P(Ly = k) converge avec :
k>1

+oo
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Comme les événements [Ly = 0], [Ls = +0o0] et [Ly = k] pour k € IN* forment un systéme complet
d’événements, il vient de suite :
P(Ly =0) = P(Ly = 4+00) =0.

3. Soit k dans IN*. On a, comme précédemment :
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Conclusion. | L3 suit la méme loi que Ly ‘

Partie 2 - Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

1. e Nj est la variable certaine égale & 1 : ‘Nl(Q) ={1}, P(Ni1=1)=1 et E(Ny)=1 ‘

o Ny(Q2) = {1,2}. Puis {No =1} = (P N P2) U (Fy N F,). Par union disjointe et indépendance on obtient :

P(Ny=1)=P(P,NPy)+ P(F,NFy) = P(P) P(Py) + P(R) P(F) = 11411 -1

Alors P(Ny =2)=1—P(Ny=1)=1-2=1etilvient: E(No) =1x 3 +2x 1 =2

Conclusion. On a | No(Q) = {1,2}, P(N2 =1) = P(N; =2) = % et E(N2) =2

o N3(Q2) = {1,2,3}. Puis {N3 =1} = (LN P, N Ps) U (Fy N F> N F3). Par union disjointe et indépendance
on obtient :

P(Ng,:].) = P(lepzﬂpg)-l-P(FlﬂFQﬁFg)
= P(P1) P(P) P(P;) + P(Fy) P(Fz) P(F3) =

Puis {N3 =3} = (P, N F>, N P;) U (Fy N PN F3). Par union disjointe et indépendance on obtient :

P(N3:3) = P(leFgﬁP?,)'i‘P(FlﬁPQmFg)
= P(P1) P(F) P(Ps) + P(Fy) P(P2) P(F3) =

Ainsi P(N3 =2)=1— P(N3=1)— P(N3=3) =1

Conclusion. On a donc | P(N3 =1) = 1, P(N3 =2) = 1, P(N3 =3) = 1 et E(N3) =2|

REMARQUE. On a E(N3) =12 x 1 422 x L 132 x L = 9 ot V(Ny) = E(N3) — (E(N3))* = § —22 = L.

2. e Soit n un élément de IN*. 1l est clair que N,,(Q?) C {1,...,n}.

Si k est un élément pair de {1,...,n} et si 'événement PyNFoNPsNEyN-- NP1 NE,NFr1N---NEF,
se réalise alors I'événement [N,, = k] se réalise.

Si maintenant k est un élément impair de {1,...,n} et si 'événement Py N FoNPsNFyN---NPr_oNFp_1N
P, N Pyy1 N---N P, se réalise alors 'événement [N,, = k| se réalise.

On peut donc conclure que ‘ 2(Q)={1,...,n} ‘

ePuisona [N, =1=FP NFPN---NP,)U(FyNFyN---NF,). Par union disjointe et indépendance on
obtient :
P(N,=1) = PP NPN---NEP)+PFINFN---NF,)

P(P,) P(P,)---P(P,) + P(Ih) P(Fs) --- P(F},)
Ainsi P(N,, = 1) = 2% + 2% - 2n1_1

e Déterminons maintenant P(N,, = n)




— Supposons n pair. On a alors :

P(N,=n) = P(PANFNPsNFN--- NP, NFE)U(FINP,NFsNPN---NF,_1NF,))
111
2n 2n_2n71

— Supposons n impair. On trouve de suite : P(N,, =n) = 2% + 2% = 271%1

Conclusion. | Si n est un élément de IN*, P(N,, =1) = P(N,, =n) =

on—1 |

3. a) Soient n € IN* et s € [0, 1].

n

Le théoréme de transfert montre que E(s™») = Z s*P(N,, = k) donc | E(s"") = G.(s) |
k=1

b) La fonction G, est dérivable sur [0, 1] (comme fonction polynéme) et pour tout s € [0,1] on a :

Gh(s)=> P(Ny=k) ks
k=1

Ainsi | G),(1) = > P(N, = k)1 =Y "k P(N,, = k) = E(N,,) |
k=1 k=1

c) Soient n >2et ke {l,...,n}.
e Comme (P,,_1, F,,—1) est un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales donne

alors :
P([N, =klNnP,)=P([N, =kNP,NP,_1)+P(N, =k|NP,NF,_1)

Observons maintenant que : [N, = k]NP, N P,_1 =[Np—1 =k|N P, NP,_1

et [Np =klNP,NF,_1=[Np_1=k—1NP,NF,_1.

Ainsi P([N,, = k]NP,) = P([Np—1 = k|NP,NPy_1)+ P([Ny—1 = k—1]NP,NF,,_1) et par indépendance
il vient :

1
P([Np—1=klNP,NP,_1)=P([Np-1 =k]|NP,_1) P(P,) = 3 P([Np—1=klNPy_1)
De méme on a :

P([Ny_1 =k —1)NP,NFo_y) = P([Ny_1 =k —1]NF,_1) P(P,) = %P([Nn,l =k—1NF,_,)

et ainsi | P((Now = K) 0 Pa) = L P((Naoa = K) A Paa) £ g P((Naa =k = 1) 1 Fa) |

e On peut montrer de la méme maniere que

P((Nu =) E) = L P((Naoa = KN Faa) 5 P(Naa =k = 1)1 Pa)

e (F,, P,) est un systéme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne alors :
P(N, =k)=P([N, =|NP,) + P([N, =k]NF,)
Il vient ainsi
P(N, = k) = %P([Nn,l _ k]mPn,l)Jr% PN, 1 = k—l]an,l)—F% PN,y = k]an,l)—% P(IN,_1 = k—1]NP,_
Or (P,—1,F,—1) est un systéme complet d’événements donc :

1 1 1
5 P(Nuy = K0 Pa) 4 5 P(Naoa = KN Fuct) = 5 P(Nooy = K)

1 1 1
De méme : ip([Nn_l =k - 1} an_1)+§P([Nn_1 :kfl]ﬂPn_l) = EP(Nn_l :]{371)

Par conséquent :

1 1
P(Ny = k) = 5 P(Nny = k) + 5 P(Noo1 =k = 1)




d) Soient n > 2 et soit s € [0, 1].
e D’apres la question précédente on a :

Gn(s) = ZskP N, =k) = Zskp Zskp 1=k—1)
n—1

= fzs’fp 1=k + ZskP Npo1=k—1)

1 1
= 3 Z S*P(Np_1 = k) + 3 Z M1 P(N,_1 =¢) (changement d’indice £ =k — 1)
=1

n—1 n—1
= *Zskp nl—k ZSZP n— 1—€)
:anl(s) :anl(s)
1
donc | G, (s) = ;an,l(s) .

e On a Gy(s) = sP(N; = k) = s et ce qui précede assure que la suite G, (s) est géométrique de raison

1+4+s
1+5 n—1 1+S n—1
Gn(5)< 5 ) Gl(s)< 5 > s
n—1
e) Soient n un élément de {2,...,n} et s dans [0,1]. On a: G,(s) = (1 + g) s donc

G = oo (1) ()

donc :

2
1 s\ "2 s\n—1 1 n+1
= -5 (142)  x1+(1+2)" =15 +1=
(n )2 +2 X1+ —|—2 (n )2—|- 5

Notons que ceci vaut encore pour n = 1 car E(N7) = 1.

1
Conclusion. On a | E(N,,) = ;r pour tout n € IN* |.

Partie 3 - Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

1. f:x — e ® est de classe C? IR et pour tout z réel on a f”(x) = e=® > 0. Ainsi f est convexe. La courbe
représentative de f est donc au-dessus de toutes ses tangentes en particulier de celle au point d’abscisse 0.
Ainsi pour tout x réel on a f(x) > f/(0)(x —0) + f£(0).

Conclusion. ‘ Pour tout réel ronal —x <e™™ ‘

2. a) La série de terme général P(A;) est & termes positifs et divergente et il en va de méme de la série Z P(A;)
ik
donc la suite de ses sommes partielles tend vers +oo :

i, 2 P =

b) e Soit n > k entier. On a, d’apres les formules de Morgan :

P(C,)=1-P(C,)=1-P (UA) :1—P<ﬁAi>
i=k

Comme (A4;);eN~ est une suite d’événements indépendants, (A4;);ew- est encore une suite d’événements
indépendants et ainsi

n

P(Cy)=1-]]PA)| (V)

i=k




e Soit n > k entier. Pour tout ¢ dans {k,...,n}, d’apres la question 1, on a d’aprés la question 1 :
0< P(A&) = 1— P(A;) < exp (—P(4)))

n

Par produit : H P(4;) < H exp(—P(4;)) = exp <— ZP(AJ)
i=k i=k

i=k

n

Ainsi, avec (9), on obtient | P(C,,) > 1 — exp(— ZP(Al)) .

n

e On a vu que lim E P(A;) = 400 donc, par composition des limites, on obtient
n——+00 4 i
i=

nll)lfoo exp (— Z;P(Al)> =0

Mais on a pour tout n > k entier :

i=k
Par sandwich, il vient : | lim P(C,) =1/
n—+4o0o
n n+1
c) e Pour tout n > k on a C), = UAiC U A =Chia donc.
i=k i=k

La suite (Cp,)n>k est croissante pour U'inclusion : le théoréme de convergence monotone affirme alors que

l'on a
+o00o
P(L{Q):nE&J%ngl

d) e On procede par double inclusion.

[3 —+oo
— Soit ¢ > k un entier. On a A; C U A;=C; C U C,,. Ceci étant vrai pour tout i > k on a
j=k n=~k
ainsi :
—+o0 +oo
UaiclJcn
i=k n==k
+oo
— Soit w € U C.,. Il existe alors m > k entier tel que w € C,,.
n=k

OrC,, = U A; donc il existe un élément i de {k,...,m} tel que w € A;,.

i=k
+oo +oo +oo
Par conséquent w € U A; et ainsi U A; D U Ch.
i=k i=k n=k

+oo +oo
On a donc UAi: UC”‘
i=k n=~k

“+oo +oo
oOnaalorsP(UAZ) P(U C’n> =1.
n=~k

i=k

3. Appelons P, I'événement : « obtenir PILE au n-iéme lancer ». L’indépendance des lancers donne 'indépen-
dance des événements de la suite (Pa, N Papy1)new+ donc de la suite (A, )nen+ puisque A, = Pay N Popyg
pour tout n > 1 entier.



De plus pour tout n € IN* on a P(A,) = P(Payp N Papy1) = P(Pay,) P(Paypy1) = p? donce la série de terme
général P(A,) diverge grossierement.
D’apres la question précédente on a alors pour tout k dans IN* :

P ([jA> -

Ainsi la probabilité d’obtenir deux PILE consécutifs & partir du k-iéme lancer vaut 1 pour tout k& de IN*.

Conclusion. | La probabilité d’avoir deux Piles consécutifs apres un lancer fixé est 1 |.




