PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Exercice probabilités CCP 2020, une correction

Exercice 1 : Retour a ’origine d’une marche aléatoire sur ZZ. CCP 2020

Partie I - Calcul de p,

n
1. La variable aléatoire S,, = ZX’“ représente la position du pion a l'instant n, valable aussi pour n = 0.
k=1

2. «Onapyg=P(Sy=0)=1.
e On a p; = P(S1 = 0) = 0 puisque S1(Q) = {—1,1}.

e Les événements (X7 = 1) et (X7 = —1) forment un systéme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales, il vient :

p2 = P(Se=0)=P(S2=0,X;=1)+P(S2=0,X; =-1)
= PXe=-1,X1=1)+PXo=1,X1=-1)
P(Xy=-1)P(X; =1)+ P(X; =1)P(X; = —1) par indépendance
1 1 1
T 1712
3. Supposons que n soit impair. Pour k € {1,...,n} la variable aléatoire X}, prend une valeur qui est impaires,

donc S,, aussi, de sorte que [S,, = 0] =@ d’ou p, = 0.

4. On a Y, (Q) = {0,1} donc Y}, suit une loi de Bernoulli de parametre :

:1>:PM@:D:;.

Xp+1
P(Ykzl):P( ’“;

5. Soit n € IN*.
e Les variables (Yj)rew+ suivent toutes une loi de Bernoulli et sont indépendantes, donc, pour tout n > 0,

n

Ly = ZYi suit une loi binomiale de parametres B(n, %) ie. Z,(Q) = [0,n] et, pour tout k € [0, n],

R0

. - " /1 1 1 & n o Sp+n
oPulsona:Zn—ZYi—Z<2Xi+2)—QZXi+2— 5
i=1

i=1 =1

donc S, =27, —n.

6. D’apres la question précédente,
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Partie II - Fonction génératrice de la suite (p,),en

7. Pour tout n € IN et € [—1,1] on a |p,a™| < pp. Comme la série an converge de somme 1, la série

numérique Z prx" est absolument convergente, donc R, >
8. Soit m € IN*. On a : Pour tout m € IN*, on a :
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9. D’apres le cours, pour tout a € IR, pour tout z €] — 1, 1],

__n_+1 +m>1 n
1+ —1+Z "=1+;ak[[1(a—k+1)x

Ainsi, pour tout z €] — 1,1], comme (—z?) €] — 1,1[, on a

(1 —2?%) —1+Z Ha—k‘-l—l —1—i—zOO ﬁa—k-l—l
n= 1 n=1 k=1

De plus, avec les expressions trouvées pour p, dans la partie précédente, on a, pour tout €] — 1,1] (on a

71

R, >1),
—+oo +oo +oo —+o0
anx” =po + Zpgn;v% + Zp2n+1 R Zpgnx%
n=0 n=1 n=0 i n=1
n
Ainsi, pour « = —1/2, comme py,, = k + 1) pour tout n > 1 d’apres la question précédente,
k=1
ona f(z) = (1 —2%)~2 pour tout = €] — 1, 1].

Partie III - Loi de la variable aléatoire T

10. e Pour tout n € IN*, on a [T = n| C [S,, = 0], donc P(T =n) < P(S, =0).
Or, pour tout n impair, P(S,, = 0) = 0, donc, pour tout n impair, ¢, = P(T =n) = 0. Ainsi ¢; = 0.
e [S; = 0] est un événement impossible, donc, par définition de T, on a T > 2 et [T = 2] C [S2 = 0], donc

1
q2:P(T:2):P(S2:0):p2:§'

11. e Pour tout z € [—1,1],
|9n(2)| = lgna"| = P(T = n)|z[* < P(T = n),
donc ||gn |5 < P(T = n).
Or la série Z P(T = n) converge (et vaut 1 — P(T = +00) car T'(2) = INU{+400}), donc, par comparaison,
n>0

E g ]I55HY converge, done la série de fonctions E gn converge normalement sur [—1, 1].
n=0 nz=0

e Comme la série de fonctions E gn converge normalement sur [—1,1], E gn converge simplement sur
n=0 n=0
[—1, 1], donc, en particulier, pour x = 1, la série numérique E gn(1) converge, ce qui assure que
n=0

R, =sup{p>0: Z Gnp™ converge} > 1
n=0



12.

13.

14.

15.

Les fonctions f et g sont développables en série entiére au moins sur | — 1, 1], donc, par produit de Cauchy,
fg est développable en série entiere au moins sur | — 1, 1] et, pour tout = €] — 1, 1],

“+o0 “+o00 “+o00 n
f@)g(z) = (Z pw") (Z qw") = (ZPank> a”
n=0 n=0 n=0 \k=0
0 “+00 n
= <Zpkqn_k> 2+ (ZPk‘h—k) a”
k=0 n=1 \k=0

= poqo + anx” (d’apres la relation admise pour tout n € IN*)

+00 400
= 04 pu" =—1+pez’+ > ppa”
n=1

n=1

o0
= 1+ pa" =1+ f(2).
n=0

e Comme, pour tout z €] —1,1[, f(x) = (1—22)"1/2 (d’aprés la question 9), la relation obtenue & la question
précédente devient :
Ve el - 1,1, (1—2?)Y2g(x)=(1-2?)"12 -1,

donc, en multipliant de part et d’autre par v/1 — 22 = (1 — 22)'/2, on a bien, pour tout z €] — 1,1,
g(x)=1—+1—22.

e Pour tout z €] — 1,1,

(1+2)* —1+Z H —k+1)z",

nl

donc, pour o = 1/2, on a , pour tout z €] — 1, 1], comme (—xz) €] —-1,1],

M—H; H(—k+1)( )= :j(_é)nn(l—k-i-l)m?",

k=1

donc
n

+1 "/
V1o Z ST (50 1) e
k=1
ou le rayon de convergence de cette série entiere vaut 1.

Pour tout z €] —1,1], on a

+oo “+ o0 n
n (_1)n+1 1 n
ZT;)%?? :Z n! H(g_k+1)x2

n=1 ’ k=1
done, par unicité du développement en série entiere sur | — 1,1[, on a :
) (_1)n+1 n 1
qo =0, <VnelN,q2n= ;] kl:[l 5 k+1 et (Vn €N, ganpr =0).

e Comme T'(2) = NU {+0c0}, on a

+oo

P(T=+00)=1-» P(T=n fleqnfleqnlnf g(1).
n=0 n=0

e Or, comme pour tout n € IN, g, est continue sur [—1,1] et Z gn converge normalement, donc uniformé-
n=0
+oo
ment, sur [—1,1] (d’apres la questin 11), la fonction g = Zgn est continue sur [—1,1].
n=0



16.

En particulier, elle est continue en 1, donc

lim g(z) = lim 1—+/1—22 (d’apres lexpression trouvée en 13)

r—1— rz—1—

1-0=1.

g9(1)

e On a donc P(T = 4+00) =1 —g(1) = 0, donc 'événement T = +o00 est quasi impossible, donc on est quasi
certain que le pion reviendra a l'origine a un instant donné.

D’apres le cours, T admet une espérance si et seulement si g est dérivable en 1. Or, pour tout z €] — 1, 1],
g(x) =1—+/1— 22 donc g est dérivable sur | — 1, 1] et, pour tout = €] — 1,1],

"(z) = 2 = w — 400
g 2\/1—932 \/1—172 z—1— ’
g est continue sur [—1,1], dérivable sur | — 1,1[ et lim,_,;- ¢’(x) = +o0, donc, d’apres le théoreme de la

limite de la dérivée, g n’est pas dérivable en 1, et, par suite, T" n’admet pas d’espérance.



