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Presque tout sur la fonction Gamma

Le but de ce probleme est de s’intéresser a plusieurs propriétés de la fonction I'.

Partie I - Premieres propriétés et prolongement de I'

On note £ =R\ Z~ ou Z~ désigne I'ensemble des entiers relatifs négatifs (au sens large...). On dira
qu’'une fonction f définie sur D C IR vérifie la propriété (P) lorsque :

o (P):1€Det f(1)=1.
e (Py) :pour tout z € Donax+1€D.
e (P3) : pour tout z € D on a f(x +1) =z f(x).

1. a. Démontrer que si f est une fonction qui vérifie P alors D N7~ = ().
b. Soit f: IN* — IR définie par f(n) = (n — 1)!. Démontrer que f a la propriété (P).

“+o00
2. Déterminer ’ensemble Dr des réels x tels que / t*“Le~t dt converge. Pour = dans Dr on pose :
0

+oo
I'(x) = / t"le7t dt
0

a. Démontrer que I' a la propriété (P).
b. Démontrer que pour tout x dans Dr et tout n dans IN* on a :

n—1

D(z+n)= (H (z + k:)) I(z)
k=0

3. Pour tout « € E et n dans 7 tel que x +n € Dr on pose :

Iz +n)

@) = T @tn =D

a. Démontrer que pour tout = > 0 et tout n > 0 entier, A, (z) est indépendant de n.

b. Soit z € IR™ \ Z~. Démontrer qu'il existe N, entier tel que pour tout n > N, on ait x +n > 0.
Soient n et p dans IN. Pour n > N, démontrer que :

Antp(2) = An(z)

c. Soit z dans E. Pour n > N, on pose [(z) = Ap(z). N
Démontrer que I' a la propriété (P), puis que pour tout x > 0 on a I'(z) = I'(x) et enfin que

pour tout x dans F on a :
n—1
[(z+n) = (H (z + k:)) I(z)
k=0

On dit que la fonction r prolonge I' & E. On notera I' a la place de T dans la suite du sujet.



Partie II - Fonction B, étude asymptotique et régularité

4. Soit n > 1.

a. Démontrer que pour tout = dans [0,1] on a : In(1 —z) < —=z.
n

t
En déduire que pour tout ¢ dans [0,n] on a : <1 — > <e l.
n

t2 t
b. Soit ¢ : [0, /n[— IR définie par : p(t) = In <1 — ) —t—nln (1 - > Etudier les variations
n

n
de ¢ et établir que pour tout ¢t € [0,n[ on a :

12 t\"
n n

t? t\"
c. Pour tout ¢ dans [0, n[ justifier les inégalités : et — —e ™ < <1 — > < e~ '. En déduire que
n n

n t n
pour tout z >0 on a: I'(x) = lim (1 - ) t*Ldt ()
0 n

n——+oo
1
5. Soient z > 0 et y > 0. On pose B(z,y) = / 7711 — )yt at.
0

a. Démontrer que l'intégrale impropre B(x,y) converge et justifier que B(x,y) = B(y, x).
B(z,y).

b. A l'aide d’une intégration par parties, démontrer que B(z + 1,y) = n
Ty

n
c. Démontrer que pour tout n > 1 entier on a B(xz,n + 1) = —B(z + 1,n) puis que :
x

n!

B(z,n+1) = w(z+1)-- (z+n)

d. Par un changement de variable adéquate (note!) et & I’aide de (&), démontrer que :

I'(z)= lim n"B(z,n+1)

n—-+o0o

e. Démontrer que pour tout x > 0 on a :

. n%n!
nirj-loox(x—i-l)"-(x—l—n)

[(z) =

En déduire que pour tout x > 0 on a I'(x + n) o n*(n— 1)L
o

I'(

I3
[\

. Démontrer que A\, ~ 4/ —.

f. Pour tout n dans IN* on pose A\, = T
) +oo V' 1

+

NE

6. Etablir que la fonction I' est de classe C'! sur |0, +-o00[ et déterminer I".

™ ‘

Partie III - La fonction InT

—

n
7. Pour tout n dans IN* on pose : v, = —Ilnn + Z -
k=1

a. Etablir que pour tout n > 2 entier on a :

n 1 n—l1
Yoo<mn<) -
k:2k k—lk

et en déduire que pour tout n > 1 entier on a ~, €]0,1].

1. comme Sheila. . .



10.

11.

12.

b. Démontrer que la suite (v;,) converge. On note = sa limite.
a. Pour tout réel x strictement positif, et pour tout entier n strictement positif, montrer 1’égalité :

n

I1 [(1+%) exp (~2)] = expl(—ama) (@+1)(z+2)...(x+n)

k n*n!
k=1

b. On pose v,(x) = H Kl + %) exp (—%)} Montrer que la suite ((vn(x))nem* est convergente.

On note ¢(x) sa limite. Montrer la relation :

exp(—yx)
lx) = ————F=
() xl(x)
a. Soit x un réel strictement positif fixé.
T T
Montrer que la série de terme général — — ln(l + —), n = 1, est convergente.
n n

b. Justifier, pour tout réel x strictement positif, I'égalité :

In(0(z)) = — i w1+ 2]

En déduire, pour tout réel x strictement positif, la relation :

In(I'(z)) = —yz —Inz + i [% —1In (1 + %)}
n=1

d
Soit 1 la fonction définie sur |0, +-o00[ par ¥ (x) = = [In(T'(x))].

x
, 1
Etablir, pour tout réel x strictement positif I’égalité : ¢ (z + 1) = ¢(x) + —.

x

Déterminer un équivalent simple de 1)(x) lorsque x tend vers 0.
Justifier, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la formule :

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on considere la fonction U,, définie sur |0, 00| par :
x x

Un(z) = In (1 n f) i

n n
On désigne par A(x) la somme de la série de terme général U, (x).

a. Montrer que A est deux fois dérivable sur |0, +o00[. En particulier, exprimer, pour tout réel x
strictement positif, A’(z) et A”(z) en fonction de I'(x), IV(z) et TV (z).
b. Soit & un réel strictement positif fixé. Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal a 1, la

série de terme général Ur(Lk) () est absolument convergente. Dans toute la suite du probleme, on

admet les deux résultats suivants : pour tout réel x strictement positif on a

A= S UL et A'w) =3 U ()
n=1 n=1

Calculer (1) en fonction de . En déduire la valeur de lim (Inn — ¢ (n)).

n—-+4o0o



1
13. On veut établir dans cette question que pour tout réel y strictement positif, on a ¥'(y) > —.
Yy

Soit z un réel strictement positif fixé. On considere la fonction G définie sur |0, +00[ qui, a tout
1
réel ¢ strictement positif, associe G(t) = — .
(t+x)?
+oo
a. Montrer que sur |0, +00[, G est positive, strictement décroissante, et que I'intégrale G(t)dt
1
est convergente.
+o00 0
b. En déduire la double inégalité : 0 < G(t)dt <> G(k).
1
k=1

, 1 1
c. Etablir I'inégalité : ¢'(z) > o + - Conclure.

FIN DE ’ENONCE




