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PROBLEME. Autour du théoréme d’Abel pour les séries entiéres
Une correction

Partie I - Généralités

1. a) Il suffit de considérer : .

EHC

1 =
b) Il suffit de considérer = Z "
n=0

1—=x

¢) On prend par exemple f, : z +— z". Comme la suite de fonctions continue (f,) ne

converge pas uniformément vers 0 sur | — 1, 1[, puisque f,(1 — %) — e~ !, la série de
+o0o

fonctions Z fn ne converge donc pas uniformément sur | — 1, 1].

2. Dans ce cas, pour tout n € Net z € [-1,1] on a: |f,(z)| < [an| donc |fal 11y < lanl-

Ainsi, comme la série g a, est absolument convergente, la série de fonctions g fn converge
normalement, donc uniformément, sur [—1,1]. Comme chaque f, est continue sur IR, la

+00
fonction somme Z fn est continue sur [—1,1] , en particulier elle est continue en 1 donc :
n=0
“+o0o
lim = Q.
5 ITES 30

=f(x)

Remarque. Il est aussi possible d’utiliser le théoreme de la double limite.

3. Exemple
a) Pourz €] —1,1[ona:In(l+2z) = Z(—l)"*lx—, et ainsi il vient :
n
n=1
— . n+1$ n+1$_ o = n+1
oe) = STy Z r=2 (-1) —z
n=1 n=2
- " " = (=1)"
— —1)" o — N ) .n
Z< ) (n—l n) Zn(n—l)aj
n=2 n=2
—1)"
b) On a % — qui est le terme général d’une série convergente, donc la série
n(n —
—1)
Z ——~— converge absolument. D’apres la question 2, on a :
. n(n—1)

f =0 () =2In2—1
n:2n(n—1)_xg?—gx - '



Partie II - Théoreme d’Abel et applications

4. Théoréme d’Abel
+oo

. n+p __
a) Comme 7y,4p 1 — Tpip = Qptp ON A 5 (Tnap—1 — Tngp)T" P = Ry (2).
p=1
b) Pour éviter des problemes de convergence, on va travailler avec les sommes partielles.
Soit n € IN*. Pour tout N > 2 entier on a :

N N N
n—+ _ n+ n+
E (rn-‘rp—l - Tn-i—p) P = E Tnyp-17T P - E Tntp L b
p=1 p=1 p=1
A ~~ g
changement d’indice k=p—1
N-1 N
_ n+k+1 n+
= E Tntk & - § Tntp X P
k=0 p=1

>

N-1
_ n+1 n—+p+1 n4+ n+N
= rpa"t 4 E Pogp (2"TPF = 2™P) —r v o
N
71 vV
b =zntl(z—1)zr—1
N-1
= r, 2" 4 :p"“(m -1) g Tntp Pt — TniN N
p=1
Comme la suite (z™),,ew est bornée par 1 et comme r,, — 0 (reste d’une série conver-
“+00

gente), on a :

N o0,

n
TnyN T
N—+400

En faisant tende N vers 400, avec la question 4a, il vient correctement :

+0o0
Ru(z) = rp 2™t + 2™ 2z — 1) Z Tap P71
p=1

Commentaire : on peut noter que cette égalité est aussi valable pour z = 1.
c) Soit € > 0.

e Comme 7, +—> 0, on dispose d'un entier ng tel que pour tout k > ng on ait |ry| < €/2;
o0

alors on a bien pour tout n > ng et p € IN entier : |r,,| < &/2.
e Et pour z € [0, 1[ et n > ng on obtient par inégalité triangulaire, comme 0 < 2" < 1:

+oo
|Ra(2)] < 7otz —1 Z [Pyl 2?7

p=1

—+00
e €
— 4+ 2(1 = p—1 _
< 2—1—2(1 x)p21$ =¢

et six =0, |R,(z)] = |r,| <e.



d) D’apres la question précédente R, % 0. Avec le fait que la série de fonctions Z fn
0,1

converge simplement sur [0, 1], on peut affirmer qu’elle converge uniformément sur [0, 1]
et ainsi la fonction somme est continue sur [0, 1] :

. Par contraposition, si lim f(x) = 400, la série Z a, diverge.
z—1—

. Exemple
1)

La série Z % converge (critere spécial des séries alternées) et pour tout x €] — 1, 1] on
n

n=0
a

In(1+x) =

Le théoreme d’Abel s’applique :

+o0
_1n
Z( " lim In(1+x) =1In2.

n -+ 1 r—1—

. Exemple

1
a) Par primitivation du développement de 152 on obtient pour x €] —1,1] :
x

oo 20+l
arctan(z) = Z(—l)”Qn 1
n=0

(=n"

b) Comme la série E converge (par critere spécial des séries alternées), le théoreme

2n+1
d’Abel s’applique :
() r
= lim arctanz = arctanl = —.
0 2n —+ 1 r—1— 4

. Application

a) 1) Les séries E U, et E v, convergent par application immédiate du critére spécial
n>=0 n=>0
des séries alternées.

3 . . n+2 -
ii) La fonction ¢ : x — z(n + 2 — x) est maximale en . En particulier, pour tout

ke{0,...,n+1} ona:

go(k+1):(k+l)(n—k+1)<¢<n+2> = (n+2)2.

2 4

iii) Pour n € N on a :

n

1
—((k+1)(n—k+1)""

Wy = Y Upn_p = (—1)"
k=0

1
et ainsi |w,| > 4(n + 1)m — oo Il en résulte que la série Z w, diverge

grossierement.



b) On consideére les séries entieres E Upx"™ | E v et E wyx". Par hypothese, le rayon de
convergence de toutes ces séries entieres est supérieur a 1. On note alors pour z €] —1, 1] :

+oo +o0 +o0
U(z) = Zunxn, V(z) = Zvnx" et W(z)= anx".
n=0 n=0 n=0

Par produit de Cauchy de séries entieres, pour tout x €] —1,1[ on a :

En faisant tendre x vers 17, on obtient avec le théoreme d’Abel :
“+oo +oo +00
> = (o) ()
n=0 n=0 n=0

Partie III - Une réciproque partielle du théoréeme d’Abel

9. La réciproque du théoreme d’Abel est fausse : il suffit de prendre la suite définie pour n € IN

par : a, = (—1)".

n +o00
10. a) Pour tout x € [0,1] on a : Zanaj” < Zana:” = f(x).
k=0 k=0

Comme la fonction f est positive et croissante sur [0, 1], elle admet une limite en 1~ et,
n

par passage a la limite dans I'inégalité précédente, il vient : Z ar < lim f(z)
k=0

b) On suppose que la suite (a,) vérifie les propriétés (Py) et (Q). Ainsi : lim, ;- f(z) =
¢ e 1R.
La question précédente permet de dire que pour tout n € IN on a :

ji:akséé.
k=0

Ainsi les sommes partielles de la série a termes positifs Z a,, sont majorées : cette série
est convergente. La suite (a,) vérifie donc la propriété (Py).

Partie IV - Séries harmoniques transformées

11. On rappelle que si (ay,), est une suite numérique alors les séries entieres > a,z" et Y |a,| x™
ont méme rayon de convergence.

Soit maintenant (&,), une suite de réels tels que €, € {—1;1} pour tout n € IN. Les rayons
de convergence des séries enticres Z enz") et Z x™) sont égaux et de valeur 1.

A ‘. N € 1
Il en va de méme pour les séries entieres g ™) et 5 —z").
n n

+00 +oo
Dans la suite, pour = €] — 1, 1], f(z) = Z Sngn et g(x) = Zgnx”.
n

n=1 n=1

On remarque que f(z) = / g(t) dt pour tout z €] — 1;1].
0



12.

13.

14.

15.

En P . .
e Si la série E — converge, alors par le théoreme d’Abel, hrq f(z) existe dans IR .
n T—r

e Réciproquement, supposons que lim, ;- f(x) existe dans IR.
En 1 .. . . s . En
Comme — = O (—) car |e,| = 1, le théoreme de Littlewood s’applique. La série E —
n n n

converge donc et :
o0
5n
lim f(x —
r—1— TL
n=1

Comme (g,), est périodique de période p, on alors pou = €] — 1;1]:

gz) = > e =ea’ + g’ f e’ o+ ga? T e a® 4

1 —ar
Donc 'expression de g(z) est une fraction rationnelle en x .

On prend (&,) périodique de période 2 avec : e1 = —1 et g = +1 (ici p = 2 ), Donc

(=n"

en = (—1)" pou tout n € N* et par la question 11. la

[eS) _1)” T
converge et E (=1 = lim f(z) = lim [ g(¢t)dt . Or, d’apres la question 12. : g(x) =
n
-1

z—1 r—1 0
2
Zsixifl
i—1 —1 x 1 z

2 iz I oy Pow tout x €] — 1,1[ et donc f(z) = bfg(t)dt =

—In(1+ z) . Puisque lirq f(x) = —1In(2), on en déduit que :
z—

>

n=1

n

—In(2)

On prend cette fois-ci ¢, = 1, ( (&,) est périodique de période p = 1 ), alors g(z) =
oo 1 T

Zx”_l =1 et f(x) = / g(t)dt = —In(1 — x) et puisque lim f(x) = +oo , alors
n=1

r—1~
1
> — diverge .
n

D’apres la question 12. g(x) est une fraction rationnelle en z : g(x) = P(mg avec P(x) =

Qz
p p—1
NearhletQr)=1—aP=(1—-2) ) 2"
k=1 k=0

En . - . . .
On a ) — converge si et seulement si lim, ,;- f(x) existe dans R si et seulement si fol g(t)dt
converge .
On sait que g est continue sur [0, 1] ( somme d’une série entiere ) et qu’au voisinage de 1,
ona: Qx) ~p(l—z)etlim,, P(z) ng Si P(1) # 0, alors g(z) ~ —%

r—1 p(lf.’l?)




16.

1
et/ g(t)dt diverge.
0

p

Si Zsk = P(1) = 0 alors g(x) o~ # et g admet donc un prolongement par conti-
k=1

1
nuité en 1, et donc / g(t)dt converge .
0

p
. € . .
Conclusion : Y =~ converge si et seulement si g e = 0.
n
k=1

p
En .
Si p est impair alors E e # 0 car g, € {—1;1} et par suite la série ) | — diverge .
n
k=1
Exemple :

6
Icip:6ave051:52:53:1et54:55:56:—1.,onaalorsP(1)225k:0,et
k=1

T

—En o
donc par la question 14. la série ) < converge et E — = lim g(t)dt .
n
n=1

r—1— 0

Or pour z € [0,1]:

Pz) l14az+4a®—a®—a'—2°

g(x) = 0w) .6
@4+ 1)(1-2%) 2?4+l
@+ (1—-23) 2341
?+r+1 1 x?

(x4+1)(1—z+2?) B 1—:c—|—x2+1+3:3

puisque :

T 1 w2t 2x—1 1 1 2x—1 9
/ ; dt = / 3 1 —du:/ 5 du
0 1—t+t 1 Z+Zu22 1 3+u

= TS arctan(—(2z — 1)) — ? arctan(—?)

= ¥ arctan(?(Qx —1))+ ? arctan(?)

Sels

v 1 [2d(1 4 1 3 23 3
et/O 1+t3dt = §/0 T = g111(1+x ), on a f(z) = 2 arctan(*2(2z — 1)) +

%3 arctan(*/?g) + 5 In(1 + 2®) pour tout x € [0, 1[ et puis lim, ;- f(z) = 3 3arctan(‘/?§) +
1In(2) = 2V3r + i In2,
+o0
n 4 3 1 2 1
Conclusion. ; % =3 3arctan(§) + 3 In(2) = §\/§7r + 3 In2.



