PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Devoir n° 2, une correction

Exercice 1 - Dérivation discrete

1. a) Pour tout n € IN, si P € E, alors D(P) = P(x + 1) — P(x) € E,, de maniere évidente.

b) L’espace Im (A,,) est engendré par les polynomes (A, (27))o<j<n qui valent :

-1,
Ag(z®) =0 et Vjie{l,....n}, Ay())=(z+1) —a?=)" (J) ‘e B,y
i
i=0
La famille (A, (27))1<j<n est de degrés distincts deux & deux, donc est libre; ainsi ¢’est une
base de Im (A,,) qui est donc de dimension n.

Par égalité des dimensions, on a |Im (A,) = E,_1.

De plus on a clairement E, C ker(A,,) et par le théoreme du rang dim(ker(A,,) = 1.

Ainsi, par égalité des dimensions, on a : |ker(4A,,) = Ey.

Autre idée : utiliser la matrice de A,, dans la base (27)o<j<n-

c) La matrice A de A, dans la base canonique de E,, est triangulaire supérieure stricte non nulle,
donc 0 est 'unique valeur propre et Ej ’espace propre associé; A est non diagonalisable.

d) Soit @ € E,_1 = Im (A,). 1l existe alors P € E, tel que A,(P) = @ ; alors Py(z) =
P(z) — P(0) convient, puisque A,, est nul sur Ej.

Si P, est une (autre) solution, alors P, — P; € ker(A,) = Ey, donc P; et P, different d’une
constante, qui est nulle puisqu’ils ont méme valeur en 0.

e) Le polynome cherché A =a X3 +0X?+ cX vérifie

3a = 1 a = 1/3
3a+2 = 0 ¢ b = —1/2
at+b+c = 0 c = 1/6
don X X? X XX X
XX aX XX -pexX -y
3 2 6 6
On a alors :
Su= Y [Alk+ 1) — AK)] = A +1) - Aq) = PFDEED

k=1

2. a) Si f est solution, on a par récurrence

n

VnelN*, Vaelnn+1], f(z)=¢x—n)+) glz—Fk)
k=1
d’ol au plus une solution, et on vérifie qu’elle convient.

b) D’apres la question 2a, D est surjective.
c) En prenant ¢ =1, on a par récurrence comme ci-dessus,
VnelN*, Vzelnn+1], f(z)=A+1)"
qui vérifie bien

VeelRy, flz+1)=A+1)f(z) dou [D(f)l(z)=flx+1)=flz)=Af(x).



Exercice 2 - Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension
finie
Préliminaire
1. D’apres le résultat rappelé en préambule, on a dim £* = dim £(F,IR) = dim F x dim IR, = dim F.
=1

2. a) L’image Im ¢ de ¢ est un sous-espace vectoriel de IR donc est de dimension 0 ou 1.
— Si dimIm ¢ = 0 alors Im ¢ = {0} et donc ¢ est 'application nulle.
— Sinon, Im ¢ C IR et dimIm ¢ = 1 = dim IR, donc Im ¢ = IR, ce qui signifie exactement
que @ est surjective.

Conclusion. ¢ est soit nulle, soit surjective.

b) Le théoreme du rang affirme que dim £ = dim ker ¢+dim Imy. Comme ¢ n’est pas I’application
nulle, on a dimIm ¢ = 1 de sorte que dimker o =n — 1.

Partie I - Des exemples
3. Premier exemple

a) Pour tout P € E on a g(P) € IR et I'application g est linéaire par linéarité de 'intégrale. Ainsi
g€ b

b) Comme ¢(1) =1, g n’est pas I'application nulle. Son noyau est un hyperplan de F, qui est de
dimension p + 1, donc de dimension p.

c) Soit k€ {1,...,p}. On a:

xk—l—l

g(Qk)Z/Ole(t)dtZ{kJrl—kaHI):O

Ainsi @y € ker g.

Comme les éléments de la famille (Qq, ..., Q,) sont de degrés tous différents, c’est une famille
libre de p vecteurs de ker g qui est de dimension p : ¢’est donc une base de ker g.

4. Second exemple
a) Pour tout P, () dans E et \ réel on a :
— f(P)=P(0) e R;
— [(P+2AQ) = (P +2Q)(0) = P(0) + AQ(0) = f(P) + Af(Q).
Ainsi f est un élément de E*.

b) Pour P dans E, on a : f(0) =0 < P(0) = 0. Ainsi ker f est 'ensemble des polynémes de E
de terme constant nul, c’est & dire vect(X, X2, ..., XP).

5. a) D’apres la question 2b, on a dimker g = dimker f = n — 1. Comme ker f C kerg, il vient
ker f = kerg.

b) Comme ker f # FE, il existe un élément xy de E qui n’appartient pas au noyau de f.

c) e Soit = € ker f N vect(xy). Il existe alors A € IR tel que x = Azq et ainsi, puisque = € ker f :

0= f(x) =\ f(zo)
hpred



ce qui amene A = 0 donc z = 0.
On a donc ker f Nvect(zg) = {0g}.

e De plus dimker f + dimvect(zg) = n — 1+ 1 = dim E, ce qui permet de conclure que
E = ker f @ vect(xy).

On pose h = g(zo)f — f(x0)g. Démontrer que h est nulle.
Soit x € E. On écrit x = y + Az, selon la somme directe E = ker f @ vect(zp). On a alors :

h(x) = 9(330)(@+>\f(1’0)) - f(%)(g\(?i)/‘i‘)\g(%o)) =0

Ceci étant vrai quelque soit le choix de  dans E on a h = 0.

f(330
g(z0)”

D’apres la question précédente, comme f(zq) # 0, il vient g = : les formes linéaires f

et g sont proportionnelles.

Partie II - Formes linéaires et structure euclidienne

11. a) Le produit scalaire étant linéaire de chacune de ses entrées, 1(application f, est linéaire et a

12.

13.

b)
c)

valeurs dans IR : c’est une forme linéaire.
Le noyau de f, est 'orthogonal du vecteur a.

Supposons que f,soit 'application nulle. Pour tout x dans F on a donc f,(z) = 0 et en
particulier f,(a) =0 i.e. |a]* = 0 donc a = 0.

Théoréme de représentation des formes linéaires

2)

Soient a, b dans E et A dans IR. Pour tout x dans E on a :
O(a+ Ab)(z) = (a+ Mb,z) = (a,z) + A (b,x)
= ®(a)(x) + A2(b) ()
Ceci étant valable quelque soit le choix de x dans E, il vient : ®(a + \b) = ®(a) + AP (D).
e Soit a € ker . L’application f, est alors nulle, donc a = O et ainsi ker & = {0g}.

e [’application linéaire ® est injective de E dans E* qui sont des espaces vectoriels de méme
dimension : ® est bijective (par le théoreme du rang).

Conclusion. ® est un isomorphisme de F sur E*.

Comme @ est une application bijective de E sur E*, pour tout ¢ € E* il existe un unique
a € E tel que ®(a) = ¢ et ainsi :

Ve € B, p(x) = (a,x).

Application aux formes linéaires sur M, (IR)

a)

e Soient M et N dans M,(IR). On a :

(M | N) = tr((MN) = tr({('MN)) = te('NM) = (N | M).



e Fixons M dans M, (IR). Pour A et B dans M,(IR) et A réel on a :

(M,A+AB) = tr(‘M(A+AB))=tr("MA+ \NMB)
= tr('MA) + Mr('MB) (par linéarité de la trace)
= (M,A)+ \(M,B)

e Puis si M € M,(IR), en désignant par (A);; les coefficients d'une matrice A, on a :
p P p p PP
pran = 3 (S - 3 (Sanueng ) - 3 r, o
i=1 \k=1 i=1 \k=1 i=1 k=1
De plus, si (M, M) = 0 alors pour tout (i,7) € {1,...,p}* on a (M), =0 donc M = 0.
Conclusion. ( , ) est un produit scalaire sur M, (IR).

Soit ¢ : M,(IR) — IR une forme linéaire. D’apres la question 12c, il existe une matrice B dans
M, (IR) telle que pour toute matrice M dans M, (IR) on ait :

o(M) = (B, M) = tr('BM).

On pose alors A = ‘B pour obtenir le résultat.



