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La présentation de la copie doit étre correcte, les résultats mis en valeur et les feuilles numérotées.
Les étapes des éventuels calculs doivent apparaitre sur la copie. La clarté, la précision et la concision de la rédaction
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Endomorphismes cycliques d’un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur C.

e On note Idg I'application identité de E.
e Pour tout endomorphisme f de E on note f° = Idg et pour tout entier naturel k& on pose :

fk-l-l :fkof

e Si p € IN* on dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément x( de
E tel que :

* fP(zo) = 20
* (20, f(70), ..., fP~ (z0)) est une famille génératrice de F;
* La famille (zq, f(20), ..., fP"1(x0)) est constituée d’éléments distincts.

La famille (g, f(z0), ..., fP" (z0)) est alors appelée un cycle de f.

e Lorsque f est un endomorphisme de E, une valeur propre de f est un complexe A tel que

ker(f — \ldg) # {0}.

On rappelle que pour tout entier n > 1 1’équation 2" = 1 d’inconnue z dans C admet exactement n solutions
km

complexes, qui sont les nombres 2z, = e'™n  avec k € {0,...,n—1}.

Partie 1 - Etude d’un exemple

Dans cette partie E est un espace vectoriel sur C de dimension 3 et B = (eq, €2, €3) est une base de E. On
considere 'endomorphisme f de E dont la matrice dans la base B est :

1 2 2
A= 1 1 2
-2 -2 -3
1. Vérifier que B = (e1, f(e1), f?(e1)) est une base de E et déterminer la matrice de f dans 3.
2. Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est un cycle de f.
3. Montrer que f* = Idg.

Partie 2 - Cas général

Dans cette partie F est un espace vectoriel sur C de dimension n > 1 et on suppose que f est un endomor-
phisme cyclique d’ordre p de E. Soit (zg, f(zo),. .., fP"!(x0)) un cycle de f.

4. Démontrer que p > n.

5. Démontrer que fP = Idg. En déduire que f est bijective.

6. a. Justifier de 'existence d’un plus grand entier k tel que la famille (x, f(x0), ..., f**(20)) soit libre.

On appellera m cet entier dans la suite du probleme.



b. Démontrer que f™(xg) peut s'écrire comme une combinaison linéaire des éléments de la famille
(w0, f(20)s -+, [ H(20)).-

c. Démontrer par récurrence que pour tout k > m entier, f¥(x() est combinaison linéaire des éléments
de la famille (o, f(x0), ..., f™ (z0)).

d. Montrer que m = n. Qu’en déduire pour la famille v = (zo, f(2o), ..., f™ *(x0))?

7. On note ag,...,a,_1 les complexes tels que :

fM(x0) = aozo + a1 f(zo) + - .. + an—1 /" (w0)

a. Justifier brievement de ’existence et de I'unicité de ces complexes ag, ..., Gn_1.
b. Démontrer que :
M=aldg +a1f+...+ an_lfnil

c. Déterminer la matrice de f dans la base v = (zo, f(z0), ..., f" ' (x0)).

d. Démontrer que pour tout A complexe rg(f — ANdg) > n — 1. En déduire que si A complexe est valeur
propre de f alors dimker(f — Aldg) = 1.

8. On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n.

a. Démontrer que si A complexe est valeur propre de f alors A" = 1.
b. Déterminer la matrice de f dans la base (zg, f(xq), ..., f* *(z0)).
¢. Démontrer que f les valeurs propres de f sont exactement les racines n-iemes de I'unité.



