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1 Equation différentielle linéaire du premier ordre
On s’intéresse ici a ’équation différentielle
(B) a(t)y' +B(t)y = (1),

ol a, 5 et v sont des fonctions continues sur un intervalle J de IR.

Méthode de résolution
On veut résoudre (E) sur un intervalle I ol la fonction « ne s’annule pas.

p) )

Etape 1. On se ramene & 1’équation I’équation (EC) y' + —= —~ que

at)? ~ alt)

I'on écrit sous la forme :
(EC) y' +b(t)y = c(t)

On dit que cette équation est résolue en y’.

Etape 2. On résout 1’équation linéaire homogene associée (EDLHA) a (EC) :

(EH) ' +b(t)y = 0.

Etape 3. On cherche une solution particuliere U de I’équation différentielle
(EC) sur I.

Etape 4. Les solutions de ’équation différentielle (EC) sur I sont exacte-
ment les fonctions de la forme f+ U ou f est une solution de (EH).

1.1 Résolution de I’équation linéaire homogene associée

Les solutions sur I de
(EH) y' +b(t)y =0
sont exactement les fonctions de la forme ¢t — Ae™B(®) ot B est une primitive

de b sur I et A un réel.
On dit que t +— Ae=B®) est la solution générale de (EH) sur I.



1.2 Résolution finale

Les solutions de (EC') sur I sont exactement les fonctions de la forme f+ U
ou U est une solution particuliere de (EC) et f une solution de (FH). Au-
trement dit les solutions de (EC) sur I sont exactement les fonctions de la
forme

t xe BO L U(1)

ol A est une constante réelle, B une primitive de b sur I et U est une solution
particuliere de (EC').
1.3 Recherche d’une solution particuliere

e On regarde d’abord s’il n’y a pas de solution particuliere évidente.

e La méthode de la variation de la constante

La solution générale de 1’équation homogene (EH) o' + b(t)y = c(t) est
= e B@ on .

On cherche alors une solution particuliere de (EC) sous la forme

fixe Az)e B@
ol A est cette fois une fonction dérivable.
Cela permet de déterminer .
1.4 La condition initiale
e On considere ’équation différentielle
(B) a(z)y + Bx)y =(x),

ou a, (3 et 7y sont des fonctions dérivables sur un intervalle I.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz)
Lorsque o ne s’annule pas sur I, pour tout xq dans I et yo réel, il existe
une unique solution f de (E) tel que f(xzo) = yo.

e Interprétation graphique de ce résultat :

les graphes des solutions ne se coupent jamais! I

1.5 Compléments

1. Superposition des solutions. Considérons les ED :

Si f1 est solution sur un intervalle J de (E1) et si fo est solution sur J
de (E3), alors la fonction f1 + fo est solution sur J de

(B) alt)a’ + B(t)z = (1),

oy =7+ V2.

2. Pour I’équation homogene résolue (FH) ' + a(t)zr = 0 on peut re-
marquer que :

e La somme de deux solutions est encore une solution (voir
ci-dessus).

e Si f est solution alors Af est aussi solution pour tout réel
(complexe. ..) \.

e Toutes les solutions s’obtiennent en multipliant fo : ¢ —
e~ B® par un réel (complexe. . .).

Autrement dit ’ensemble des solutions de (EH) sur I est un espace
vectoriel de dimension 1 : si on connait une solution non nulle de (EH)
alors on les connait toutes.

3. Retenir : pour une équation différentielle linéaire du premier ordre, les
solutions dépendent d’un parametre A qui correspond & la condition
initiale de la solution.



2 Equation différentielle linéaire 2 coefficients
constants du second ordre

On s’intéresse ici a ’équation différentielle :
(E) ay” +by' +cy =~(t),

ou a, b, ¢ sont des complexes et v : I — IR une fonction dérivable sur un
intervalle I.

Méthode de résolution
Pour la recherche de solutions a valeurs complexes ou réelles, la démarche
est la suivante.

Etape 1. On résout I’équation différentielle homogene associée :

(EH) ay”" +by +cy=0.

Etape 2. On cherche une solution particuliere U de (F).

Etape 3. Les solutions de (F) sont exactement les fonctions de la forme
f+U ou f est une solution de (EH).

2.1 Résolution de I’équation homogene associée.
On s’intéresse ici a ’équation

(EH) ay”" +by' +cy=0,
ou a, b et ¢ sont des complexes.

L’équation caractéristique associée & (EH) est :

(BQ) ar* +br+r=0

e Cas complexe.

1. Si I’équation caractéristique admet deux solutions distinctes 1 et ro
(éventuellement dans C) alors les solutions de (EH) sur I & valeurs
complexes sont exactement les fonctions de la forme :

t

t = e + pe™' ont A p sont des complexes

2. Si ’équation caractéristique admet une solution double r (éventuelle-
ment complexe) alors les solutions de (EH) sur I & valeurs complexes
sont exactement les fonctions de la forme :

t s (At+ p)e™ ou A u sont des complexes

e Cas réel.

1. SiI’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes r; et
ro alors les solutions de (EH) sur IR sont exactement les fonctions de
la forme

t = X+ pe™t on et p sont des constantes réelles.

2. Si 'équation caractéristique admet une seule racine réelle r alors les
solutions de (FH) sur IR sont exactement les fonctions de la forme

t = (At + p)e™ ot A et u sont des constantes réelles.

3. Sil’équation caractéristique admet deux racines non réelles conjuguées
z1 = a+1if et 2o = Z7 = o —if alors les solutions de (EH) sur IR sont
exactement les fonctions de la forme

t — Xe® cos Bt + pe® sin Bt ot A et u sont des constantes réelles.

2.2 Trouver une solution particuliere de ’équation complete.

On recherche d’abord une solution évidente. C’est facile lorsque le second
membre ¢ — ~y(t) est une fonction constante.

Second membre de la forme gamma(t) = coswt ou sinwt.



e Si <y n'est pas solution de (EH) on cherche une solution sous ou a, b, ¢ sont des complexes et v : I — IR une fonction continue sur un

la forme : intervalle I.

t— Acoswt + Bsinwt. Pour tout (to,xo,vo) dans I x C22, il existe une unique solution f de
e Si vy est pas solution de (FH) on cherche une solution sous la flto) =
forme (E) sur I tel que

"(to) =wo

t— t(Acoswt + Bsinwt). f'(to) 0

Lorsque le second membre sera de la forme v(t) = P(t)e™ on P est un

polynoéme. La recherche d’une solution particuliere dépend de la valeur de
m.

e Interprétation graphique de ce résultat :

e Si m n’est pas racine de ’équation résolvante on cherche une

solution particuliere sous la forme ¢ — Q(t)e™* ol @ est un po- les graphes de deux solutions différentes & valeurs réelles ne peuvent étre
lynéme de méme degré que P. « tangents ».

e Si m est racine simple de I’équation résolvante on cherche une
solution particuliere sous la forme t — tQ(t)e™" ol @Q est un
polynéme de méme degré que P.

2.4 Complément

e Si m est racine double de 1’équation résolvante on cherche une
solution particuliere sous la forme t +— t2Q(¢)e™ ou Q est un

polynome de méme degré que P On considere I’équation différentielle
y .

" ’ _
2.3 La condition initiale (EH) ay” +by' +cy=0,

Théoréme 2 (Cauchy-Lipschitz) oll a, b et ¢ sont des complexes.

On considere I"équation différenticlle : Alors 'ensemble de solutions sur IR & valeurs dans K de (EH) est un espace

(E) ay’ + by + cy =~(t), vectoriel sur K de dimension deux.
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