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Composition no 6, concours blanc. Une correction

Exercice 1 - Algèbre linéaire
Partie I - Matrices compagnons

1. a) On a χM = det(XIn −M) = det
(
(XIn −M)⊤

)
= det(XIn −M⊤) = χM⊤ donc

∀λ ∈ K, λ ∈ sp(M) ⇔ χM (λ) = 0 ⇔ χM⊤(λ) = 0 ⇔ λ ∈ sp
(
M⊤
)

Ainsi sp(M) = sp
(
M⊤
)
et donc M et M⊤ ont même spectre.

b) ⇐ : On suppose que M est diagonalisable, ce qui nous fournit P ∈ GLn(K) et D ∈ Mn(K)
diagonale telles que M = PDP−1

et alors M⊤=
(
P−1

)⊤
D⊤P⊤=

(
P⊤
)−1

DP⊤

d’où M⊤ est diagonalisable

⇒ : On suppose que M⊤ est diagonalisable.

Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise l’implication précédente en remarquant

que M =
(
M⊤
)⊤
.

Conclusion. La matrice M⊤ est diagonalisable si et seulement si la matrice M est diagonalisable

a) Calculons le polynôme caractéristique χ de CQ. On note C1, . . . , Cp les colonnes de CQ.

χ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 · · · 0 a0
−1 X 0 · · · a1

0 −1
. . .

. . .
...

... . . .
. . . X an−2

0 . . . 0 −1 X + an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=︸︷︷︸

L1←L1+
n∑

i=2
Xi−1Li

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 Xn +

n−1∑
i=0

aiX
i

−1 X 0 · · · a1

0 −1
. . .

. . .
...

... . . .
. . . X an−2

0 . . . 0 −1 X + an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Un développement selon la première ligne donne :

χ = −(1)n+1P

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 X · · · ∗

0 −1
. . .

...
...

. . .
. . . X

0 . . . 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=(−1)n−1

= P

b) On a les équivalences :

(CQ)
⊤X = λX ⇔



x2 = λx1

x3 = λx2
...

xn = λxn−1

−a0x1 −. . .− an−1xn = λxn

⇔



x2 = λx1

x3 = λ2x1
...

xn = λn−1x1

(−a0 − a1λ− . . .− an−1λ
n−1)x1 = λnx1

⇔
{

∀i ∈ {2, . . . , n} , xi = λi−1x1
Q(λ)x1 = 0
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Comme λ est racine de Q (χC⊤
Q
= χCQ

= Q), il vient : dim
(
Eλ

(
C⊤Q

))
= 1, Eλ

(
C⊤Q

)
= vect(Xλ)

où Xλ =


1
λ
...

λn−1


Partie II - Endomorphismes cycliques

3. a) Comme f est cyclique, il existe x0 ∈ E tel que B =
(
x0, f(x0), . . . , f

n−1(x0)
)
soit une base de

E

Il existe alors (λ0, λ1, . . . , λn−1) ∈ Kn tel que fn(x0) =
n−1∑
i=0

λif
i(x0).

b) Le polynôme Q est unitaire de degré n et on a MB(f) = CQ

4. • Si f est cyclique, d’après la question 3a, il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f
est de la forme CQ, où Q est un polynôme unitaire de degré n.

• Réciproquement supposons qu’il existe une base B = (e0, e1, . . . en−1) de E dans laquelle la
matrice de f est de la forme CQ, où Q est un polynôme unitaire de degré n.

Alors : ∀i ∈ {0, . . . , n− 2} , f(ei) = ei+1

donc (e0, f(e0), f
2(e0), . . . , f

n−1(e0)) est une base de E et donc f est cyclique

Conclusion. L’endomorphisme f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle
la matrice de f est de la forme CQ où Q est un polynôme unitaire de degré n.

5. ⇐ : On suppose que χf est scindé sur K et a toutes ses racines simples.

Ainsi |sp(f)| = deg(χf ) = dimE

donc f est diagonalisable d’après le cours

⇐ : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,

ceci nous fournit B une base de E et Q ∈ K[X] unitaire de degré n tel que MB(f) = CQ

d’après 5.

Ainsi CQ est diagonalisable et il en est de même pour C⊤Q d’après 2

Ainsi Kn =
⊕

λ∈sp(f)

Eλ

(
C⊤Q

)
d’où n =

∑
λ∈sp(C⊤

Q)

dim
(
Eλ

(
C⊤Q

))
or on a ∀λ ∈ sp

(
C⊤Q

)
, dim

(
Eλ

(
C⊤Q

))
= 1 d’après 4 donc

∣∣∣sp(C⊤Q)∣∣∣ = n

or d’après 1 : sp
(
C⊤Q

)
= sp (CQ) = sp (f)

donc f admet n valeurs propres distinctes dans K
donc χf est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Conclusion. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si χf est scindé sur K et a toutes
ses racines simples.

6. • Soit (λ0, . . . , λn−1) ∈ Kn tel que
n∑

i=0

λif
i = 0L(E). Montrons ∀i ∈ {0, . . . , n− 1} , λi = 0

Comme f est cyclique, ceci nous fournit x ∈ E tel que B = (x, f(x), . . . , fn−1(x)) soit une base de
E

donc

n∑
i=0

λif
i(x) = 0L(E)(x) = 0E

ainsi ∀i ∈ {0, . . . , n− 1} , λi = 0 car B est libre

Conclusion. La famille (Id, f, f2, . . . , fn−1) est libre dans L(E)
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• Supposons que Q ∈ Kn−1[X] soit un polynôme annulateur de f . On écrit Q =
n−1∑
k=0

αkX
k.

On a alors

n−1∑
k=0

αkf
k = 0 et par liberté de la famille (Id, f, f2, . . . , fn−1) il vient :

α0 = . . . = αn−1.

Ainsi Q = 0.

Conclusion. Tout polynôme non nul annulateur de f est de degré supérieur ou égal à n.

Partie III - Application à une démonstration du théorème de Cayley-Hamilton

7. On note Nx = {m ∈ IN∗}
(
f i(x)

)
0⩽i⩽m−1 libre.

On sait que 1 ∈ Nx car x ̸= 0E et que ∀m ⩾ n, m ̸∈ Nx car dimE = n

Ainsi Nx est une partie de IN∗ non vide majorée par n− 1

donc Nx admet un plus grand élément p ∈ IN∗.

Ainsi la famille
(
f i(x)

)
0⩽i⩽p−1 est libre et la famille

(
f i(x)

)
0⩽i⩽p

est liée.

Conclusion. Il existe un entier p strictement positif tel que la famille (x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x))
soit libre et il existe (α0, α1, . . . , αp−1) ∈ Kp tel que :

α0x+ α1f(x) + · · ·+ αp−1f
p−1(x) + fp(x) = 0

8. On a f
(
Vect(x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x))

)
= Vect(f(x), f2(x), f3(x), . . . , fp(x)) car f linéaire

or fp(x) = −α0x− α1f(x) + · · · − αp−1f
p−1(x) ∈ Vect(x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x))

d’où f
(
Vect(x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x))

)
⊂ Vect(x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x))

Ainsi Vect(x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x)) est stable par f

9. On note fF l’endomorphisme induit par f sur F .

D’après ce qui précède B =
(
x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x)

)
est une base de Vect(x, f(x), f2(x), . . . , fp−1(x))

On remarque que MB(fF ) = CQ en notant Q = α0 + α1X + · · ·+ αp−1X
p−1 +Xp

d’où χfF = Q or χfF |χf car fF induit par f

Conclusion. Le polynôme Xp + αp−1X
p−1 + · · ·+ α0 divise le polynôme χf .

10. En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(x) = 0 et il existe P ∈ K[X] tel que PQ = χf

Ainsi χf (f) = P (f) ◦Q(f) donc χ(f)(x) = P (f) [Q(f)(x)] = P (f)(0) = 0 car P (f) linéaire

On a ainsi montré que : ∀x ∈ E, χ(f)(x) = 0

or χ(f) ∈ L(E) d’où χf (f) est l’endomorphisme nul.

Exercice 2 - Analyse
1. Question préliminaire Par le théorème de sommation par paquets (qu’on peut utiliser ici sans

hypothèse de sommabilité puisqu’on somme des termes positifs), avec le recouvrement IN \ {0} =
(2IN \ {0}) ⊔ (2IN + 1), on a :

+∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
n∈2IN\{0}

1

n2
+

+∞∑
n∈2IN+1

1

n2
=

+∞∑
ℓ=1

1

(2ℓ)2
+

+∞∑
ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)2
=

1

4

+∞∑
n=1

1

n2
+

+∞∑
ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)2
.

Comme la série
∑
n⩾1

1

n2
converge évidemment (c’est une série de Riemann d’exposant 2 > 1), cette

égalité peut se réécrire : (
1− 1

4

) +∞∑
n=1

1

n2
=

+∞∑
ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)2
=

π2

8
,
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ce dont on déduit :
+∞∑
n=1

1

n2
=

1

3/4

π2

8
=

π2

6
.

Partie I - Une première méthode

2. a) Soit n ∈ IN. La dérivée de x 7→ (sin(x))n+1 est x 7→ (n+ 1)(sin(x))n cos(x).

Pour obtenir une relation entre les intégralesWn+2 =

∫ π
2

0
(sin(x))n+2dx etWn =

∫ π
2

0
(sin(x))ndx,

nous allons intégrer par parties afin d’abaisser le degré de l’exposant n+ 2. Plus précisément :
pour obtenir l’exposant n, nous allons dériver x 7→ (sin(x))n+1 et intégrer x 7→ sin(x). La
formule de l’intégration par parties donne alors :

Wn+2 =

∫ π
2

0
(sin(x))n+2 dx =

[
− cos(x) · (sin(x))n+1

]π
2

0
+(n+1)

∫ π
2

0
cos(x) · (sin(x))n cos(x) dx,

donc : Wn+2 = (n + 1)

∫ π
2

0
(sin(x))n(cos(x))2 dx. En utilisant la formule : cos2 = 1 − sin2, on

obtient :

Wn+2 = (n+ 1)

∫ π
2

0
(sin(x))n dx− (n+ 1)

∫ π
2

0
(sin(x))n+2 dx = (n+ 1)Wn − (n+ 1)Wn+2,

c’est-à-dire (n+ 2)Wn+2 = (n+ 1)Wn, et ainsi : Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn.

b) On en déduit la relation demandée par récurrence. Pour tout n ∈ IN, soit Pn la proposition :

« W2n+1 =
22n(n!)2

(2n+ 1)!
. »

Pour n = 0 on a : W1 =

∫ π
2

0
sin(x) dx = [− cos(x)]

π
2
0 = 1, et :

22·0(0!)2

(2 · 0 + 1)!
= 1 = W1, d’où P0. À

présent, si n ∈ IN est un entier tel que Pn, alors :

W2(n+1)+1 = W2n+3 =
2n+ 2

2n+ 3
W2n+1

[Pn]
=

2n+ 2

2n+ 3
· 22n(n!)2

(2n+ 1)!
=

(2n+ 2)2

(2n+ 3)(2n+ 2)
· 22n(n!)2

(2n+ 1)!

=
22 · (n+ 1)2 · 22n(n!)2

(2n+ 3)!
=

22(n+1)((n+ 1)!)2

(2(n+ 1) + 1)!
,

d’où Pn+1.

Par théorème de la récurrence on peut conclure : ∀n ∈ IN, W2n+1 =
22n(n!)2

(2n+ 1)!
.

3. • L’application x 7→ 1√
1− x2

peut s’écrire x 7→
(
1− x2

)− 1
2 . Or :

∀α ∈ C \ IN, ∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α = 1 +

+∞∑
n=1

n−1∏
k=0

(α− k)

n!
xn.

Posons α = −1
2 . Pour tout x ∈]− 1, 1[, on a −x2 ∈]− 1, 1[, et on peut donc évaluer en −x2 l’égalité

ci-dessus pour obtenir :

∀x ∈]− 1, 1[, (1− x2)−
1
2 = 1 +

+∞∑
n=1

n−1∏
k=0

(
−1

2
− k

)
n!

(
−x2

)n
.
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Pour tout n ∈ IN \ {0}, on a :
n−1∏
k=0

(
−1

2
− k

)
=

n−1∏
k=0

(
−1

2
· (2k + 1)

)
=

(−1)n

2n

n−1∏
k=0

(2k + 1)..

Pour simplifier cette écriture, on multiplie et divise par le produit de tous les entiers pairs, afin de
faire apparâıtre une factorielle, et on factorise chaque entier pair par 2. On obtient alors :

∀n ∈ IN \ {0},
n−1∏
k=0

(2k + 1) =

n−1∏
k=0

(2k + 1)

n∏
k=1

(2k)

n∏
k=1

(2k)

=
(2n)!

2n
n∏

k=1

k

=
(2n)!

2nn!
.

Ainsi : ∀n ∈ IN \ {0},
n−1∏
k=0

(
−1

2
− k

)
=

(−1)n

2n
× (2n)!

2nn!
=

(−1)n(2n)!

22nn!
.

Comme, de plus, pour tout x ∈]−1, 1[ et tout n ∈ IN\{0} on a :
(
−x2

)n
= (−1)nx2n, on en déduit

le développement en série entière plus compact :

∀x ∈]− 1, 1[, (1− x2)−
1
2 = 1 +

+∞∑
n=1

(2n)!

22n(n!)2
x2n =

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
x2n.

• Passons à l’arc sinus. On a :

arcsin(x) =

∫ x

0

dt√
1− t2

=

∫ x

0

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
t2n dt.

Or la série entière
∑
n⩾0

(2n)!

22n(n!)2
x2n est de rayon de convergence 1, donc on peut l’intégrer terme à

terme sur tout segment inclus dans ]− 1, 1[. On en déduit :

arcsin(x) =
+∞∑
n=0

∫ x

0

(2n)!

22n(n!)2
t2n dt =

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
x2n+1

2n+ 1
.

4. Soit t ∈
[
0, π2

[
. En posant x = sin(t) ∈ [0, 1[ dans le développement en série entière de l’arc sinus,

on obtient :

arcsin(sin(t)) =

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
(sin(t))2n+1

2n+ 1
,

et arcsin(sin(t)) = t car t ∈
[
0, π2

[
⊆
[
−π

2 ,
π
2

]
, d’où le résultat désiré (quitte à renommer t en x).

Conclusion. Pour tout x ∈
[
0, π2

[
, x =

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2(2n+ 1)
(sin(x))2n+1.

5. • Notons que la série
∑
n⩾0

(2n)!

22n(n!)2
x2n+1

2n+ 1
converge aussi en x = 1. On a, pour tout n au voisinage

de +∞ :

(2n)!

22n(n!)2
1

2n+ 1
∼

n→+∞

√
4πn

(
2n
e

)2n
22n(2πn)

(
n
e

)2n × 1

2n
∼

n→+∞

1

2
√
π
· 1

n
√
n
> 0,

or la série de Riemann
∑
n⩾1

1

n
√
n

converge parce que son exposant est 3
2 > 1. Donc, d’après le

théorème de comparaison des séries à termes positifs, la série
∑
n⩾0

(2n)!

22n(n!)2
1

2n+ 1
converge.
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• Posons pour tout n ∈ IN et x ∈
[
0, π2

]
, gn(x) =

(2n)!

22n(n!)2
(sin(x))2n+1

2n+ 1
..

Pour tout n ∈ IN et tout x ∈
[
0, π2

]
, on a : |gn(x)| ⩽

(2n)!

22n(n!)2
1

2n+ 1
et ainsi :

∀n ∈ IN, ∥gn∥∞ ⩽
(2n)!

22n(n!)2
1

2n+ 1
.

Ainsi la série de fonctions
∑

gn converge normalement donc uniformément sur le segment
[
0, π2

]
.

Le théorème d’intégration terme à terme s’applique puisque de plus chaque gn est continue :∫ π
2

0

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
(sin(x))2n+1

2n+ 1
dx =

+∞∑
n=0

∫ π
2

0

(2n)!

22n(n!)2
1

2n+ 1
(sin(x))2n+1 dx,

6. D’après la question 2a on a :

∫ π
2

0
(sin(x))2n+1 dx = W2n+1 =

22n(n!)2

(2n+ 1)!
. Par la question précédente

et la question 4 :∫ π
2

0
x dx =

+∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
1

2n+ 1
· 22n(n!)2

(2n+ 1)!
=

+∞∑
n=0

1

2n+ 1
· (2n)!

(2n+ 1)!
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

Or on a facilement :

∫ π
2

0
x dx =

[
x2

2

]π
2

0

=
π2

8
et ainsi

π2

8
=

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
. d’où avec la question

1 :
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

Partie II - Une seconde méthode

7. Soit x ∈]− 1, 1[. On a : |x2| < 1, donc :
1

x2 − 1
= − 1

1− x2
= −

+∞∑
n=0

(x2)n = −
+∞∑
n=0

x2n.

Ainsi :
ln(x2)

x2 − 1
=

+∞∑
n=0

(−x2n ln(x)) pour tout x ∈ [0, 1[, et :

∫ 1

0

ln(x)

x2 − 1
dx =

∫ 1

0

+∞∑
n=0

(−x2n ln(x)) dx

On va utiliser le théorème d’intégration terme à terme sur un intervalle quelconque.
— La fonction fn : x 7→ −x2n ln(x) est continue par morceaux sur ]0, 1[ pour tout n ∈ IN ;

— La série de fonctions
∑
n⩾0

fn converge simplement sur ]0, 1[ ]et sa somme est h : x 7→ ln(x)

x2 − 1
, qui

est une fonction continue sur ]0, 1[.
— Soit n ∈ IN. Montrons que chaque fn est intégrable sur ]0, 1[. Comme fn ⩾ 0 pour tout n ∈ IN,

cela équivaut à la convergence de son intégrale sur ]0, 1[. Via une intégration par parties, où
l’on dérive x 7→ − ln(x) et intègre x 7→ x2n et puisque

lim
x→0

− x2n+1

2n+ 1
ln(x) = lim

x→1
− x2n+1

2n+ 1
ln(x) = 0,

on obtient que :∫ 1

0
−x2n ln(x)dx = displaystyle

∫ 1

0
− x2n

2n+ 1
dx =

[
− x2n+1

2n+ 1
ln(x)

]1
0

+
1

2n+ 1

∫ 1

0
x2ndx =

1

(2n+ 1)2
,

sont de même nature (donc convergentes, puisque la seconde est l’intégrale d’une fonction
continue sur un segment), et on a :∫ 1

0
−x2n ln(x) dx =

[
− x2n+1

2n+ 1
ln(x)

]1
0

+
1

2n+ 1

∫ 1

0
x2n dt =

1

(2n+ 1)2
,

Ainsi la fonction fn est intégrable sur ]0, 1[ et

∫ 1

0
fn(t) dt =

1

(2n+ 1)2
.
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— Enfin la série numérique
∑
n⩾0

∫ 1

0
|fn(t)| dt est convergente (série de Riemann avec 2 > 1)

Le théorème d’intégration terme à terme s’applique : la fonction h est intégrable sur ]0, 1[ avec :∫ 1

0

ln(x)

x2 − 1
dx =

+∞∑
n=0

∫ 1

0
(−x2n ln(x)) dx =

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

Ce calcul montre en passant que l’intégrale

∫ 1

0

ln(x)

x2 − 1
dx converge, étant donné que cette somme

est finie (la famille de réels positifs

(
1

n2

)
n∈IN\{0}

est sommable puisque sa somme est celle d’une

série de Riemann d’exposant 2 > 1, donc ses familles extraites sont sommables également).

8. Nous allons utiliser le théorème de continuité des intégrales à paramètres.

On pose : ∀(x, t) ∈ (IR+)
2, g(x, t) =

arctan(tx)

1 + t2
.

— pour tout t ∈ IR+, l’application x 7→ g(x, t) est continue sur IR+ ;
— pour tout x ∈ IR+, l’application t 7→ g(x, t) est continue par morceaux sur IR+ ;
— pour tout (t, x) ∈ (IR+)

2, on a :

|g(x, t)| ⩽ π

2

1

1 + t2
= φ(t)

et l’application φ est intégrable sur [0,+∞[ (arctan. . .)

Par le théorème de continuité sous le signe intégrale, d’une part t 7→ g(x, t) est intégrable sur IR+

pour tout x ∈ IR+, et d’autre part f est définie et continue sur IR+.

9. On reprend les notations de la question précédente. Nous allons utiliser le théorème de dérivation
des intégrales à paramètres :
— pour tout t ∈ IR+, l’application x 7→ g(x, t) est de classe C1 sur ]0, 1] et on a :

∀(t, x) ∈ IR+×]0, 1],
∂g

∂x
(x, t) =

t

1 + (xt)2
1

1 + t2
;

— pour tout x ∈]0, 1], l’application t 7→ g(x, t) est intégrable sur IR+ d’après la question précé-
dente ;

— pour tout x ∈]0, 1], l’application t 7→ ∂g

∂x
(x, t) est continue par morceaux sur IR+ ;

— pour tout segment [a, b] inclus dans ]0, 1] et tout (t, x) ∈ IR+ × [a, b], on a :∣∣∣∣∂g∂x(x, t)
∣∣∣∣ ⩽ t

(1 + (at)2)(1 + t2)
= φ(t).

Justifions que l’application φ est intégrable sur [0,+∞[. Elle est continue sur cet intervalle, et
on a :

φ(t) ∼
n→+∞

1

a2
1

t3
> 0,

or on sait que les fonctions de Riemann d’exposant strictement supérieur à 1 sont intégrables
au voisinage de +∞, donc par comparaison il en est de même de φ.

Par le théorème de dérivation sous le signe intégrale, vérifié sur tout segment de ]0, 1], d’une part

t 7→ ∂g

∂x
(x, t) est intégrable sur IR+ pour tout x ∈]0, 1], et d’autre part f est de classe C1 sur ]0, 1].

De plus :

∀x ∈]0, 1], f ′(x) =

∫ +∞

0

∂g

∂x
(x, t) dt =

∫ +∞

0

t

1 + (xt)2
1

1 + t2
dt.
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10. Soit (t, x) ∈ IR+×]0, 1[. On a :

t

1 + t2
− x2t

1 + t2x2
=

t(1 + t2x2)− x2t(1 + t2)

(1 + t2)(1 + t2x2)
= (1− x2)

t

(1 + t2)(1 + t2x2)

et on en déduit, par la question précédente :

∀x ∈]0, 1[, f ′(x) =
1

1− x2

∫ +∞

0

(
t

1 + t2
− x2t

1 + t2x2

)
dt =

1

1− x2

[
ln(1 + t2)− ln(1 + t2x2)

2

]+∞
0

=
1

1− x2

[
1

2
ln

(
1 + t2

1 + t2x2

)]+∞
0

=
ln
(

1
x2

)
2(1− x2)

= − ln(x)

1− x2
,

d’où le résultat, quitte à multiplier par −1 le dénominateur.

11. On a : f(0) =

∫ +∞

0
0 dt = 0, f(1) =

∫ +∞

0

arctan(t)

1 + t2
dt =

[
arctan(t)2

2

]+∞
0

=
π2

8
, En intégrant

la relation de la question précédente, on a l’existence de c ∈ IR tel que :

∀x ∈]0, 1[, f(x) = c+

∫ x

0

ln(t)

t2 − 1
dt.

Calculons la limite de chaque membre en 0. Comme l’intégrale

∫ 1

0

ln(x)

x2 − 1
dx converge par la

question 7, on a : lim
x→0

∫ x

0

ln(t)

t2 − 1
dt = 0.

De plus f est continue en 0 par la question 8, donc : lim
x→0

f(x) = f(0) = 0. Ainsi l’égalité ci-dessus

donne, quand x → 0 : 0 = c.

Cette même égalité donne, quand x → 1, toujours par continuité de f :

∫ 1

0

ln(x)

x2 − 1
dx = f(1) =

π2

8
.

On en déduit, par la question 7 :
+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=

π2

8
. On conclut avec la question 1, et on a :

+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

Exercice 3 - Probabilités
Partie I - Une variable aléatoire de loi de Poisson

1. Une première inégalité.

a) On utilise l’inégalité de Tchébychev ; pour tout a > 0 on a : P (|X − E(X)| ⩾ a) ⩽
σ2
X

a2
.

Mais X suit une loi de Poisson de paramètre λ donc σ2
X = λ et en prenant a = λ on obtient

P (|X − E(X)| ⩾ λ) ⩽
λ

λ2
=

1

λ

b) Comme on a E(X) = λ, X − E(X) = X − λ et :

[|X − E(X)| ⩾ λ] = [X − λ ⩾ λ]︸ ︷︷ ︸
=[X⩾2λ]

⊔[λ−X ⩾ λ]

donc P (|X − λ| ⩾ λ) ⩾ P (X ⩾ 2λ) et ainsi (♠) : P (X ⩾ 2λ) ⩽
1

λ
.
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2. Une amélioration de l’inégalité (♠)

a) La variable aléatoire X suit un loi de Poisson de paramètre λ > 0 donc pour tout k ∈ IN on a :

P (X = k) =
λk

k!
e−λ

et ainsi pour tout t réel on a : P (X = k)tk =
(λt)k

k!
e−λ.

Mais pour tout t réel la série de terme général
(λt)k

k!
converge de somme

+∞∑
k=0

(λt)k

k!
= eλt ce qui

justifie l’existence de GX(t) ainsi que l’égalité : GX(t) = e−λ
+∞∑
k=0

(λt)k

k!
= e−λeλt = eλ(t−1).

b) Soit t ⩾ 1 et a > 0. La variable aléatoire etX est positive : selon l’inégalité de Markov, pour
tout α > 0 on a :

P (etX ⩾ α) ⩽
E(etX)

α
.

En prenant α = ta = ea ln t, il vient : P (etX ⩾ ea ln t) ⩽
E(etX)

ta
.

Or P (etX ⩾ ea ln t) = P

(
X ⩾ a

ln t

t

)
et comme ln t ⩽ t−1 ⩽ t il vient : [X ⩾ a] ⊂

[
X ⩾ a

ln t

t

]
.

On peut alors conclure, par croissance de la mesure de probabilité, que : P (X ⩾ a) ⩽
E(etX)

ta
.

c) La fonction g est dérivable sur [1,+∞[ comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle.
Pour t ⩾ 1 on a :

g′(t) =
et−1(t− 2)

t3

Ainsi g est strictement décroissante sur [1, 2] et strictement croissante sur [2,+∞[ : elle admet

un minimum global strict en t = 2 dont la valeur est g(2) =
e

4
.

d) En prenant a = 2λ dans l’inégalité obtenue à la question 2b on obtient pour tout t ⩾ 1 :

P (X ⩾ 2λ) ⩽
GX(t)

t2λ
=

eλ(t−1)

t2λ
= (g(t))λ

Ceci étant valable pour tout t ⩾ 1 il vient alors :

P (X ⩾ 2λ) ⩽

(
min
t⩾1

g(t)

)λ

= g(2)λ =
( e
4

)λ
3. On pose pour λ > 0 : φ(λ) = λ

( e
4

)λ
.

Comme
e

4
∈]0, 1[ on obtient (par croissances comparées ) : lim

λ→+∞
φ(λ) = 0.

Il existe ainsi A réel tel que si λ ⩾ A on ait φ(λ) < 1 ce qui implique :
( e
4

)λ
<

1

1 + λ
.

Conclusion. Pour λ grand l’inégalité obtenue à la question 2d améliore donc celle de la question 1b.
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Partie II - Variables à valeurs dans IN

4. On a : ∀k ∈ IN \ {0}, P(X = k) = P(X > k − 1)− P(X > k), et donc :

n∑
k=1

kP(X = k) =
n∑

k=0

k (P(X > k − 1)− P(X > k)) =
n∑

k=0

[kP(X > k − 1)− (k + 1)P(X > k) + P(X > k)]

=

n∑
k=0

P(X > k) +

n∑
k=0

[kP(X > k − 1)− (k + 1)P(X > k)] =

n∑
k=0

P(X > k)− (n+ 1)P(X > n)

=
n−1∑
k=0

P(X > k)− nP(X > n).

Regardons comment en déduire l’expression de l’espérance demandée dans l’énoncé. Comme X
admet une espérance, on sait que E(X) est la limite quand n → +∞ du membre de gauche. Il suffit
donc de montrer, pour avoir le résultat voulu :

lim
n→+∞

nP(X > n) = 0.

Pour tout n ∈ IN, on a :

0 ⩽ nP(X > n) = n

+∞∑
k=n+1

P(X = k) ⩽
∑

k=n+1

kP(X = k),

et le membre de droite est le reste d’une série convergente (puisque par hypothèse X est d’espérance
finie), donc converge vers 0. D’après le théorème des gendarmes, on a la limite nulle voulu. Quand

n → +∞, l’égalité précédente donne donc comme attend : E(X) =
+∞∑
k=0

P(X > k)

Autre démonstration. Cette formule découle très rapidement du théorème de Fubini positif. Notons
1[k+1,+∞[ : IR+ → IR la fonction indicatrice de [k + 1,+∞[. On a :

+∞∑
k=0

P(X > k) =

+∞∑
k=0

+∞∑
n=k+1

P(X = n) =

+∞∑
k=0

+∞∑
n=0

1[k+1,+∞[(n)P(X = n)

=
+∞∑
n=0

+∞∑
k=0

1[k+1,+∞[(n)P(X = n) =
+∞∑
n=0

n−1∑
k=0

P(X = n) =
+∞∑
n=0

nP(X = n) = E(X),

d’où le résultat... Mais ce n’était pas semble-t-il le point de vue espéré par la question

5. On a : X(Ω) = [[1, n]]. Soit k ∈ [[1, n]]. Si l’on note Xi le résultat du ie tirage pour tout i ∈ [[1, p]],
alors on a :

(X ⩽ k) =

(
max
1⩽i⩽p

Xi ⩽ k

)
=

p⋂
i=1

(Xi ⩽ k).

Comme les Xi sont indépendantes (c’est en tout cas une hypothèse raisonnable, au vu de l’expé-
rience modélisée), on a :

P(X ⩽ k) =

p∏
i=1

P(Xi ⩽ k).

Comme les Xi suivent une loi uniforme sur [[1, n]] (en effet le tirage est supposé équiprobable), on
conclut :

P(X ⩽ k) =

p∏
i=1

k

n
=

(
k

n

)p

.

Remarquons que cette expression reste valable pour k = 0. La loi de X s’obtient en écrivant :

∀k ∈ [[1, n]], P(X = k) = P(X ⩽ k)− P(X ⩽ k − 1) =

(
k

n

)p

−
(
k − 1

n

)p

.
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6. Plusieurs méthode pour calculer cette limite.

• Méthode 1
L’application x 7→ xp est continue sur le segment [0, 1], donc par le théorème sur les sommes de
Riemann on a directement :

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

(
k

n

)p

=

∫ 1

0
xp dx =

1

p+ 1
,

Or par la question 4 (qui s’applique puisqu’une variable aléatoire d’image finie est d’espérance finie)
on a :

E(X) =
+∞∑
k=0

P(X > k) =
n−1∑
k=0

P(X > k) =
n−1∑
k=0

(1− P(X ⩽ k)) = n−
n−1∑
k=0

P(X ⩽ k).

Par la question précédente : E(X) = n−
n−1∑
k=0

(
k

n

)p

= n

(
1− 1

n

n−1∑
k=0

(
k

n

)p
)
. Il est raisonnable de

penser que p ⩾ 1, auquel cas :
1

p+ 1
⩽

1

2
< 1, et donc par ce qui précède : E(X) ∼

n→+∞
n
(
1− 1

p+1

)
.

• Méthode 2
L’application x 7→ xp étant croissante sur IR+ pour p ⩾ 1, une comparaison série-intégrale permet
d’obtenir :

∀n ∈ IN \ {0},
∫ n

1
xp dx ⩽

n−1∑
k=1

kp ⩽
∫ n−1

0
xp dx ⩽

∫ n

0
xp dx.

On en déduit : ∀n ∈ IN \ {0}, np+1

p+ 1
− 1

p+ 1
⩽

n−1∑
k=1

kp ⩽
np+1

p+ 1
.

Or on a facilement :
np+1

p+ 1
− 1

p+ 1
∼

n→+∞

np+1

p+ 1
. D’où :

n−1∑
k=1

kp ∼
n→+∞

np+1

p+ 1
. On retrouve alors la

limite calculée ci-dessus :

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

(
k

n

)p

= lim
n→+∞

1

np+1

n−1∑
k=1

kp =
1

p+ 1
.

Partie III - Transformée de Laplace

7. a) Comme X ∼ B(n, p), X est d’image finie, donc pour tout t réel, il en va de même de la variable
aléatoire etX , et cette dernière est donc d’espérance finie.

Ainsi DX = IR et par théorème de transfert, pour tout t réel on a :

φX(t) =

n∑
k=0

ektP (X = k) =

n∑
k=0

ekt
(
n
k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=0

(
n
k

)(
etp
)k

(1− p)n−k

= (1− p+ pet)n

b) Soit t ∈ IR. Par théorème de transfert, etX est d’espérance finie si et seulement si la série∑
k⩾0

etkP (X = k) converge(absolument).

Pour tout k ∈ IN∗, on a etkP (X = k) = p(1− p)k−1etk = p
1−p((1− p)et)k. C’est le terme général

d’une série géométrique de raison (1 − p)et qui converge si et seulement si et < 1
1−p (tout est

positif) i.e. t < − ln(1− p).

Ainsi E(etX) existe si et seulement si t < − ln(1− p).
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De la DX =]−∞,− ln(1− p)[, et pour tout t ∈ DX on a :

E(etX) =
pet

1− (1− p)et

8. Soit n ∈ IN∗. Soit tDX . Les variables aléatoire X1, . . . , Xn sont indépendantes. Par le lemme des
coalitions, il en va de même des variables aléatoires etX1 , . . . , etXn .

Ainsi comme elle sont toutes d’espérance finie, le cours permet de dire que la variable aléatoire
n∏

k=1

etXk est d’espérance finie avec :

E

(
n∏

k=1

etXk

)
=

n∏
k=1

E(etXk),

ce qui donne de suite : φSn(t) =
n∏

k=1

φxk
(t).

9. Soit t ∈ DX . On applique l’inégalité de Markov à la variable aléatoire positive etX qui est d’espé-
rance finie :

P (etX ⩾ eta) ⩽
E(etX)

eta
.

On obtient donc pour t > 0 :P (X ⩾ a) ⩽ e−taφX(t).

10. a) Comme X est bornée, pour tout t réel la variable aléatoire etX l’est également donc est d’espé-

rance finie. AinsiDX = IR et par théorème de transfert, on a pour tout t ∈ IR : φX(t) =
+∞∑
n=0

un(t).

b) On utilise le théorème de dérivation terme à terme.

— La série de fonctions
∑

un converge simplement sur IR.

— Pour tout n ∈ IN la fonction un est de classe C∞ sur IR.
— Pour tout n ∈ IN et t ∈ IR on a :∣∣u′n(t)∣∣ = |xn|un(t) ⩽ MNP (X = xn)︸ ︷︷ ︸

indépendant de t

,

donc ||un||∞ ⩽ MNP (X = xn).

Il en résulte que la série de fonction
∑

u′n converge normalement donc uniformément sur
IR.

Le théorème de dérivation terme à terme s’applique : le fonction φX =

+∞∑
n=0

un est de classe C1

sur IR avec, pour t réel :

φ′X(t) =

+∞∑
n=0

u′n(t) =

+∞∑
n=0

xnun(t).

Pour t = 0 cela donne : φ′X(0) =

+∞∑
n=0

xnP (X = xn) = E(X).

FIN
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