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Composition n°4 bis, une correction

Partie I - Etude de Iopérateur différence finie
1. Soit (P,Q) € K[X]? et € K.

AP +Q) = (P+Q)(X +1) - (P+Q)(X)
=P(X+1)+Q(X +1)— P(X) — Q(X)
=P(X +1) - P(X) + (Q(X +1) - Q(X))
=A(P)+AQ)

Ayant méme ensemble de départ et d’arrivée :

‘ A est un endomorphisme. ‘

2. |Si deg(P) <0, deg(A(P)) = —o0. |

Si n = deg(P) > 1, il existe (ag,...,a,) € K" tel que P = Zaka.
k=0
deg(A(P)) < n, le coefficient en X" de A(P) est nul et celui en X"~ est na, + a1 — an_1 =
nay # 0 donc deg(A(P)) =n — 1.
(Si deg(P) > 1, deg(A(P)) = deg(P) — 1.|

3. e Soit d € IN*. Par question 2 :

VP € Ky[X], deg(A(P)) < deg(P)—1=d—1<d

donc A(Ky[X]) € Kq[X].
‘Pour tout d € IN*, A induit un endomorphisme sur Ky[X]. ‘

4. Soit d € IN*. On a remarqué dans la question 2 que K C ker(Ay).
Pour tout P € Ky[X] \ K, deg(A(P)) = deg(P) — 1 > 0 donc A(P) # 0.
Ainsi ker(Ay) = K.
e 3(Ay) = vect((A(XF))ocken) = vect((A(XF))1<hen) car A(1) = 0. Pour tout k € {1,...,d},

deg(A(X*)) = k—1 donc la famille & degrés échelonnés (A(X¥));<p<q est libre, de cardinal d dans
Kq_1[X] de dimension d donc (A(X*))1<p<q est une base de Kg_1[X] et ainsi J(Ay) = Kq_1[X].

| Pour tout d € IN*, ker(Ag) = K et $(Aq) = Kg1[X]. |

5. ker(A) = | J ker(Ag) =Ket S(A) = | S(Aq) =K[X].
deIN* deIN*
[ker(A) = K et S(A) = K[X].|

Soit h € K[X].
Par surjectivité de A, il existe P, € K[X] tel que A(Py,) = h.
L’ensemble des solutions de 1’équation linéaire (E}) est alors

A7Yh) = Py + ker(A) = P, + K.

Si h est une fonction polynomiale, ’ensemble des solutions polynomiales de (E}) est une droite
affine dirigée par 1. Pour obtenir toutes les solutions, on ajoutera les fonctions 1-périodiques.



XX -1 vérifie A(Cy) = X. Par 5 :

6. On remarque que Cy = 5

X(X -1
L’ensemble des solutions polynomiales de (Ej), ou h : x — x, est g

7. Par question 2, on montre par récurrence que :
Vn € IN*, deg(A™(P)) < deg(P) — n.

Ainsi A% = 0.

X1 annule Ay.

A4(X) =14 0 donc Ay nilpotent non nul ne peut étre diagonalisable.

‘Ad n’est pas diagonalisable.

Partie IT - Fonctions entieres
Généralités

1. Voir dans son cours préféré.

2. Soit k € ZZ.

Pour tout n € IN et tout ¢ € [0,1], |anw(t)"w(t)™%| < |an| or le rayon de convergence de la série

entiere E anz" est infini donc g |an| converge. Ainsi E anw”w_k converge normalement sur
n

[0,1] et :
! —k _ = ! n—k’dt
/0 flw(t))w (t)dt‘—ngoan/O w(t) :

1 1 e2im(n—k)t !
Soit n € IN. Si n = k, /0 w(t)"Fdt =1;sin #k, /U w(t)" Fdt = in(n—F) =0.

ap si k € IN

0 sinon.

Pour tout k € 7, /01 f(w(t))w_k(t)dt = {

Une intégrale

1. Soit z € C. e* =1 si et seulement si il existe k € ZZ tel que z = 2ink.
Or 2inZZ N S* = () donc t — e“() — 1 ne s’annule pas sur [0, 1].
Ainsi pour tout p € 7, t — M
ew) — 1
dont le dénominateur ne s’annule pas.
‘Pour tout p € Z, I, est bien définie. ‘

est continue sur [0, 1] comme quotient de fonctions qui le sont

o~

(! _ B — 0 donc de la regle de d’Alembert,
n n—+oo

2. Pour tout z € C*,

Iz‘n72
n!

T np-—2

ﬂ:z%zzn' eé.
n=2 ’

Du développement en série entiere de ’exponentielle, on a bien :

VzeC, e —1=2z(1+28(2)).



Enfin pour tout ¢ € S* : [B(¢)| < Zi —e— 1_ l

V¢ e St |B(0)] <e—2¢€]0,1].

(_1—
Il existe B € £ et C €]0, 1] tels que : V¢ € S, {e 1= ¢(1+¢B(0)),

16Ol <C
3. Pour tout z € C tel que |z| < 1, 7—2
Soit ¢ € St et p € ZZ. Par question 10, ](B )\ < 1 donc :
Cp _ p—1 p—1
eS —1 =¢ 1+Cﬁ =¢ Z
¢ N

Pour tout ¢ € S! et tout p € ZZ,
e

=D (=1 ITB(CY

J=0

1

4. Soit p € ZZ. w est & valeurs dans S donc par question 11 :

vVt € [0,1], Vo € IN, |(—1)"w(t)™PB(w(t))"] < C™.

Or C €]0, 1] donc la série Z C" converge et ainsi Z(—l)"w”“’ B(w)™ converge normalement sur

n
p+1

[0, 1] vers . de sorte que :

/ 5 n n+pdt

Pour tout n € IN, " € £ : on applique donc la question 9. Soit (n,p) € IN? :sin > 1oup > 1
1
alors —(n + p) ¢ IN donc / B(w(t))w(t)" P = 0;
0

1
sin=p=0, / B(w(t))"w(t)" ™ = 1. On conclut.
0

‘Io =1 et pour tout p € IN*, I, = 0.

Partie III - Polynomes de Bernoulli

Lien avec I’équation (F£},)

1. Soit n € IN et z € C.
O.)(t)l_n

———— est continue sur le segment [0, 1] donc y est
ew(®) — 1

Comme mentionné dans la question 10, ¢ —

bornée. 1l existe M € IR™ tel que :

1
vVt € (0,1 < M.
[ ) ]7 (e“’(t) —_ 1) ( )n 1
o Fu(t)k J2[*
Ainsi : Vt € [0,1],Vk € IN, (e ® — Dw@1| S &




|Z|k kak e?w
Or la série g —— converge donc g ——————— converge normalement sur [0, 1] vers —————
— k! p El(ew — 1)wn—1 ’ (ew — 1)wn—1

et par conséquent :
+00 L

z
B, (z) =nl! Z Hlk_n.
k=0

Or pour tout entier k > n, k —n € IN* donc I_, = 0.

no ok
z
Pour tout n € IN et tout z € C, B,(z) = n! E Eln_k'
k=0

1
Soit n € IN. De 'expression trouvée, B,, € IR,,[X] et le coefficient en X" de B, est n!—llo =1
n!

‘Pour tout n € IN, B,, est unitaire de degré n. ‘

2. Soit n € IN*.
n n n—1 ;
ka—l Xk—l X )
B;L =n! Z T_[n_k =n! Z m[n_k = TL(TL — ].)' Z 7 n—1—; €1 pOS&nt i=k—1.
k=1 ' k=1 ' i=0

‘Pour tout n € IN*, B/, = nB,_1. ‘

3. Soit n € IN* et 2z € C.
+00  k

z
fis—e* = EskGEetn—l61Ndoncparquestion9:
k=0

| 1 e(z+1)w(t) — ezw(t) | 1 —(n—1) |
By (2+1)—Bn(z) = n'/o (e=(®) — 1)w(t)n—1dt - n'/o Flet))(?) dr=n (n—11 "

Pour tout n € IN* et tout 2z € C, B,(z + 1) — By(2) = nz""L.

B
4. Par question 16, pour tout k£ € IN, i ’j:i est un antécédent de X* par A donc par linéarité de A :
n n a
Pour tout h = Z arX* € C[X], Z ’ _{j 1Bk+1 est une solution polynomiale de (E},).
k=0 k=0

Unicité
1. Existence : il est clair que By = 1 (unitaire de degré 0) et on a déja montré que pour tout n € IN*,
B!, = nBy,_1. Enfin pour tout n € IN* :

! 1 . Bhi1(1) — B,
/ By (t)dt = / B\ (t)dt = +1(1) +10) _gn g,
0 0

n+1 n+1
Unicité : il suffit de montrer que 'application linéaire f : C[X] — C[X] x C qui a @ € C[X] associe

1
<Q',/ Q(t)dt) est injective pour conclure.
0
1
Soit @ € C[X] telle que Q" =0 et / Q(t)dt = 0.
0

1
Il existe z € C tel que Q =z et 0 = / Q(t)dt = z donc @Q = 0.
0
ker(f) = {0} d’ou l'injectivité de f.

B;z = an,1
1
’ / B, (t)dt = 0.
0

(Bn)new est 'unique suite de C[X] telle que By = 1 et pour tout n € IN*




2.

Hy = (-1)°By(1 — X) = 1. Soit n € IN*.
H =(-1)"(-B,1-X))=(-1)""'nB, 1(1 - X)=nH, ;.

1 1
/ H,(t)dt = (—1)"/ By (u)du = 0 en posant u =1 —t.
0 0

Par question 18 :

\Vn €N, H, = B,.

Une application analytique

1.

. Pour tout (z,t) € IR?,

Tout d’abord, la fonction 3 ne s’annule jamais et :

1 x
Vr e R @b(x)zz -]

Comme — est développable en série entiere, de rayon de convergence infini, sa somme est de classe

C> sur IR (Uintervalle ouvert de convergence). Par passage a I'inverse, la fonction 1 est de classe

C* sur IR.
La fonction (z,t) — x est de classe C'™° car polynomiale, donc par composition :

(z,t) = ¥(x) € C*°(IR? R).
La fonction (z,t) — tz est également de classe C*° car polynomiale donc, par composition :
(z,t) — e € C®(IR? IR).

On conclut par produit :

w: (z,t) = P(x)e! € C°(R? R).

E;L(x,t) = (x)xe"™ = zu(z,y).

Soit n € IN* et (z,y) € IR?. Du théoreme de Schwarz,

7%( t)—ﬁ%( t)
ot ozn Y T fgn ot

De la formule de Leibniz, les fonctions p : (z,t) — = et u étant de classe C* sur IR? :

9" Ou _ 0"(pu) () OFp o ky _(n 0"u n\ op oty
g i) = S8 ) =5 () g R 0 = (3 )0 G0+ () o0 gt

k=0

On a Ag:t— u(0,t) =¢(0) = 1.
Par question 21, pour tout n € IN*, A! =nA, 1.

1
Pour tout z € [0, 1], / u(z,t)dt = P(z)(e” — 1) = x (I'égalité est bien valable pour = nul).
0

Soit n € IN*. Pour tout ¢ € [0,1], x — u(z,t) est de classe C™ sur [0, 1] et pour tout k € {0,...,n}

oku
et tout x € [0,1], t — W(w, t) est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable.
x

k

0"u
Enfin pour tout k € {0,...,n}, 9ok est continue sur le compact [0, 1] donc il existe M € IR™ tel
x

k

que pour tout x € [0,1] : Vt € [0, 1], g;:(a:,t) < My, et t — M, est intégrable sur [0, 1].

(x,t



1
Ainsi I : z — / u(z, t)dt = x est de classe C" sur [0,1] et pour tout = € [0, 1],
0

Loy
0=1I"(x)= ; - (x,t)dt

1
En particulier en évaluant en 0 : 0 = / Ay (t)dt.
0

1
Ap =1 et pour tout n € IN*, Al =nA, 1 et / Ay (t)dt = 0 donc par question 18 (de la relation
0

de récurrence, (A, )neN est polynomiale) :

\Vn €N, A, = B,.|

Partie IV - Solution entiére de ’équation (FE},)

Une inégalité de controle

1. On suppose par 'absurde que :
Ve>0,3n € N,3z € C, [z] =2n+ D)met | — 1] < c.
Soit p € IN. 277 > 0 donc il existe n, € IN et z, € C tels que
|2p| = (2np + 1) et e — 1| <277,

Pour tout p € IN, |e* — 1| < 27P et 27P 4+> 0 donc par encadrement :
p——+o00

e’? —— 1.
p—r—+00

Vp € IN, |2zp| = (2n, + 1),
1l existe (n,)pen € INN et (2,)pen € CN telles que P P

e’r —— 1.
p——+o00
2. Pour tout p € IN, |e® — 1| = ||e*| — [1|| < |e* — 1| or |e** — 1| — 0 donc par encadrement :
p—+00
e ——— 1. Par continuité du logarithme en 1 :
p——+o00
4y — 0.
p—+00
Pour tout p € IN, ||z, —|bp|| = ||2p| —ibp]| < |2p—iby| = |ap] o1 @) . 0 donc par encadrement :
p——00
|2p| — |by| p—>+oo) 0.
3. D’une part e®~il2n] = e2eiep@npt )T — _o2 5 ] par 23.
p——+o0

D’autre part e~ ipl#| = eartiep(|bp|=|2p]) T> e¥ = 1 par question 24 et continuité de 'expo-
p——+00
nentielle en 0.

Par unicité de la limite 1 = —1. Absurde!

Conclusion. 3¢ > 0,Yn € IN,Vz € C, [z| = 2n+ 1)m = | — 1| > c.



Une solution a (£},)

1. Soit n € IN. Soit z € C.
eZ’Yn(t)

Par question 25, tout ¢ € [0, 1], [ —1| > ¢ > 0 et 7,, ne s’annule pas donc ¢
q [ ] | | Tn p (e'Yn(t) . 1)’)/,1(15)”71

est continue sur [0, 1] comme quotient bien défini de fonctions qui le sont. Ainsi @, (z) est bien défini.

k k k
25, (1) 1]@2n+ Dmzl® |
Pour tout ¢ € [0,1], et tout k € IN < —REETREL = ¢((2
our tou [0,1], et tou (@ ® — 1)y ()1 . o ou ¢, = c((2n +
‘ QTL + 1 7TZ‘ |(2 1 Zkﬁyk
et n+ )72 < 400 donce 2 converge normalement
-l et > e o
27, too
e n
vers ——————— sur [0,1] et ainsi Qn(z E In, xz* en posant pour tout k € IN, Ink =
(e% - 1)7”1 k=0

1
! ()" dt
n‘/o (€ — 1)y (t)

Pour tout z € C, Z quzk converge vers (Qp,(z) donc @, € £.

keN
VnelN, Q€&
2. Soit n € IN* et z € C.
+oo k
2 1
fn 5 e2(ntl)ms :Z(z(n;)ﬂ)sk €&etn—1¢cIN donc par 9 :
k=0 '

n: 1
Qulz+1) = Que) = iy | Attty

B n! (z(2n + 1)m)" 1
~ ((2n 4+ 1)m)n—t (n—1)!

n—1

=nz

Pour tout n € IN* et tout 2z € C, Qn(z + 1) — Qn(2) = nz""1.

3. On rappelle que pour tout z € C, |e?| < el*l.
Soit n € IN* et z € C. Intégrant dans le sens des bornes croissantes :

1 Gz(2n+1)m| )
< nl dt < upe
Qual < n! [ et < e
n! 1 k 1
Wb =3m>0 et u, = =-J1——<-.
ot " e tn c((2n+Dm)n=t ¢ kl:IQ 2n+1)m "¢

. 1 .
Ainsi ¢ = — > 0 convient.
c

1l existe (a,b) € (IRT*)? tel que : Vn € IN*,Vz € C, |Qn(2)| < ae?l,

4. Soit h € & de développement en série entiere Y h,z" et H I'élément de £ de développement
> hnl2™.
Pour tout n € IN, on note Z quzk le développement en série entiere de @,,.

k
Soit z € Cet r = |2] + 1.

1
Soit (n,k) € IN%. Q,(r-) € £ donc par 9, g, ,r* = / Qn(rw(t))w(t) " dt puis par 28, |g, ,r*| <
0

aebnr'



bnr

e
V(n, k) € IN2, \qn.il < a T

.. Qn+1k br 2= br n ’Z‘ b’rH(ebT) ‘Z’
Ainsi g 1 hn2*| < ae E E |hn (e = ae T < oo car ~= €]0,1[.
n,k>0 k=0 n=0 T
q ~ ¢
La famille Ll’khnzk est sommable donc en posant pour tout k£ € IN, ap = g nlk h, € C,
n+1 o +1

£ £ p, & 2 Quil2)
k _ n k n
kz_gakz —Zn+1ZQn+1,kZ —Zhnﬁo

n=0 k=0 n=0

+oo
Ainsi I'application f = Z hn, Qil:i est bien définie, appartient a £ et pour tout z € C, par 27 :
n
n=0
Qni1(z +1) — Qnia(2
1) hn hn
flz+ Z o Z 2"

‘Pour tout h € &, (E)) admet une solution dans £. ‘




