PC, Lycée JOFFRE, 2024-2025

Composition n° 2, bis. Une correction

Exercice - Calcul d’une intégrale impropre

3 . ﬂ 1 * ~ —1/2 = 2 5
1. La fonction ¢ : u 7 continue sur IR, o(u) o 2 et ¢(u) = o(u?) en +oo; donc K
converge.
2. e La fonction f, :u+— #:x) continue sur IR’ si et seulement si z > 0;
e pour z =0, fo(u) ~ w3/ d’intégrale divergente;
0

e pour z >0, fu(u) o~ 0] d’intégrale convergente, f(u) = o (u?) en +oo, donc F(z) converge.

x
Ainsiet D =1R%.
3. Pour tout v € R} , x — f;(u) décroissante, donc F' aussi.

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout x € D, d’apres la relation admise,

T —Z

_ 26\_/5 F(z) — Vae™ F(z) + Vo™ F(z) = eﬁ [g; o) (- 3) F(x)} _x \;5

Les fonctions G et H : x — — K / ¢(u) du (bien définie car ¢ a une intégrale convergente en 0)

G'(x)

0
ont la méme dérivée sur I'intervalle IR’ , donc y different d’une constante.

5. La fonction F est décroissante, positive et a une limite finie en +00, donc G(z) = /xe™* F(x) P
T—r+00

0 par croissances comparées.

X
D’autre part, par convergence de K, G(xz) = C — K / p(u) du —— C — K? ; ot C = K?.
0

T—+00

6. (a) Le changement de variables t + /t = u est de classe C! bijectif de ]0, +oo[ sur ]0, +ocl.

+o0 )
L’intégrale demandée et / —
0 u® + ].

(b) Par changement de variables u — u/x =t (pour z > 0) on obtient

du = 7 sont de méme nature et égales. Donc J = 7.

1 +oo e—tac

FO=7 ) ey

donc l'intégrale converge.
toodt

A VEE+]) Sy

@)

(c) Soit € > 0. Par convergence de J, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,
dn >0, VuelR, Oéuénj‘e‘“—l’ <2i
T
Alors, pour tout = € [0,1/4],
+oo et ‘ /A |eftx _ 1‘ +oo dt €
——dt — J| < —— < —J+
0 2

0o Vi(t+1) \/i(t+1)dt+,4 VE(t+1)

d’on la différence des intégrales tend vers 0 quand x tend vers 0.

=€

2

(d) D’apres la question 6¢

+o00 —tx

[§]

- dt —

0 Vi (t+1) z—0+

D’autre part, 1il;rnG = (C car l'intégrale de ¢ converge en 0; d’ou C' = 7.
0

Gz)=e"

7. D’apres la question 5, K = /C = /7.



Probleme - Autour de ’exponentielle de matrices

Partie I - Une norme sur M, (IR)

n

? . L . N +
1. e Tout d’abord | | : A = [a;;] — max zjl la; j| | est bien & valeurs dans IR™.
j:

e Puis soient A = [a; ], B = [b; ;] dans M, (IR) et A € IR.

n n
i|A| =0al il ] =0d tout ¢ 1,... il =
x Si|A] anrslrgzaél Z;MWI 0 donc pour tout i € {1, ,n}onazgaw\ 0
J= j=
et ainsi pour tout (i,7) € {1,...,n}* on a |a;j| = 0 ce qui signifie que A = 0.
n n n
ML= max |3 Daigl | = max | 3 M aigl | = I max | D laigl | = IMAIL
j=1 j=1 7j=1
* On a A+ B = [a;; + b; ;] donc pour tout ¢ dans {1,...,n} on a:
n n n n
> aig+bigl <D laigl+ > [bigl < Z |aij] + max > bl
j=1 j=1 j=1 j=1
n
< max Z; laigl | + max Z |i.;
‘]:
=14l 1Bl
n
i i < i.e. < .
donc max z; |aij +0ij] | <[A]+[B]ie [A+ B|<|A]|+]B]
2. (a) Soient A = [a; ;] dans M, (IR) et X = (x1,...,2,) dans IR". On a alors :
n n
Z CLL]':E]', ey Z aanj
j=1 J=1
n
et ainsi |[AX| = max Zaz‘,jxj .
Mais pour tout ¢ dans {1,...,n} on a :
n n n n n
D aigms| < D laigasl =3 laigllesl < 3 laisl X oo = 1Ko 3 las|
j=1 j=1 J=1 J=1 J=1
< X max Z laij| = [ X 141
Il en résulte que |AX| = max Z a; jzj| < | X |A| comme souhaité.
n
(b) e Soit ig dans {1,...,n} tel que |A| = Z |ajy.j|. On considere alors par exemple le vecteur
j=1

Xo = (21,...,xy,) tel que pour j dans {1,...,n} on ait :

e — 1 siaio,jZO
7 —1 si Aig,5 > 0

2



de sorte que pour tout j dans {1,...,n} on ait a;, jz; = |ai,;|. On a ainsi | Xof =1 et :

n n
AXO = E A1,5T5, .., E Qp, T4
j=1

Jj=1

Mais pour tout (i,7) € {1,...,n}? on a |a; jz;| = |a; ;| donc |AXo|. = |A| ce qui implique :

|AXol o = 1Al 1 X0l

1AX ]

e Pour tout X dans IR" \ {0} on a |[AX| < |A| |X| donc |A] > X
oo

et ainsi on a

correctement :

AX
xer\{0} X

Mais on vient de voir qu'il existe Xy dans IR"™ \ {0} tel que |[AXo|, = |A4| [|Xol, ie. [|A] =

AX
w donc on a bien :
1 X0l o

AX
A= sup A
xerm\{o} X

Soient A = [a; ;] et B = [b; j] dans M, (IR). On pose C = AB = [¢; ;]. Pour tout (7,j) dans

{1,...,n}* on a:
n
Cij = > @b
k=1

donc pour tout ¢ dans {1,...,n} on a:

n n n n n n n
olegl = DD airbig| <O laikl brgl =Y laikl Y br
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1 k=1 j=1

n n n n
< S el s (D2 sl | = D laaad 181 = 181D Jauad
k=1 j=1 k=1 k=1

N

1<i<n

|B] max >~ |aix| = |B| |A]
k=1

n
Il en résulte que [AB| = max > |e; | | < [B] Al
j=1

1<i<n

e Supposons que la suite (A4,,) converge vers A. On a donc |A,, — A - 0.
o

n
Mais pour tout i € {1,...,n} on a Z la;,j(m) — a;j| < |Am — A| donc (par sandwich)
j=1

n
lim a;i(m)—a; | =0
dim > Jagg(m)  aig)
j=1
et ainsi, puisque tous les termes de ces sommes sont positifs, on a pour tout (4,7) € {1,... ,n}2 :
lim |a;;(m)—a;;|=0 ie | lim a;;(m)=a;,
m=4o0 | ’L,]( ) ,] m—4-00 Zv]( ) 2,]




Commentaire. On peut tout aussi bien utiliser I’équivalence de | | avec | |; nfty.
e Réciproquement supposons que pour tout (i, j) dans {1,. .., n}2 on ait : hrﬂ a;j(m) = a; ;.
m—r—+00
Par somme finie :
n n
o >0 laij(m) —aigl =0.
i=1 j=1
n n
Mais | Ay, — A| < Zl Zl la; j(m) — a; ;| donc, par sandwich, mng |An — A| = 0.
i=1 j=

(b) On a:
|AmBm — AB| < [AnBm — ABp| + [ABm — AB| < |Bp| |Am — Al + [A] | Bin — B

Mais | By, | < |Bm — B| + | B| et la suite (| B, — B]|) est bornée (puisque convergente) donc
(|Bm|) est bornée; il existe ainsi C' constante réel telle que :

|AmBm — AB| < C'| A — A| + |A| | B — B| pour tout m € IN

Enfin |A,, — A| = 0 et |By, — B =7 0 donc par sandwich :
m——+0Q m——+0o0

|AmBm —AB| — 0

m—r+00

4. (a) On obtient de suite par récurrence |A™| < |A|™ et ainsi, puisque |A| < 1, il vient par
sandwich
3 lim |A|™ =0.

m——+00

(b) e Si A est une valeur propre de A alors on dispose de X vecteur non nul dans IR™ tel que
AX = XX. Or |AX| = |[MX]|, = [M|X], et on a vu que |AX]| < |A][|X],, donc il
vient :

MXoo < JAI X < X

<1
et comme | X |, > 0il reste ||A| < 1|

e Ainsi —1 et 1 ne sont pas valeurs propres de A ce qui signifie exactement que les matrices
I — Aet I+ A sont inversibles.

(c) Si m est un entier naturel on a (I — A) <Z Ak> = I — A™"! et on sait que (I — A) est
k=0

inversible donc il vient : Z AR = (I — A™ThH(1 — A~

k=0
m
Mais A"t — 0 donc (I — A1) (T — A)™t — (I — A)~! et ainsi : la suite (Z Ak>
00 +o0 0
converge vers (I — A)~L.
NB. Pour n =1 on doit retrouver le résultat bien connu des séries géométriques. ..
q p—1
5. a. Pour tout ¢ > p entier on a Z N* = Z N* puisque N? = 0. Tl en résulte que Z N converge
k=0 k=0 k>0
et sa somme est :
p—1
M=) N*
k=0




b. On procede par double inclusion.

e Démontrons que {X € R" | (M —I)X =0} D {X € R" | NX = 0}. Soit X dans IR" tel que
NX =0. On a alors :

p—1 p—1
_ _ k _ k—1 _
(M I)X_;N X_;N (Ni()_o

donconabien‘{XGIRﬂ(M—I)X:O}D{XEIR"\NX:O}‘.

e Démontrons l'inclusion réciproque. Soit X dans IR™ tel que (M — I)X = 0. On a donc
p—1
Y N*HNX)=0ie. :
k=1
1
NX +-N?X +--. NPIX =0
+ 5 + + -1

Comme NP = 0, en multipliant & gauche par N?~2 on obtient N?~!(X) = 0 et ainsi il reste :

NP2X =0

1 1
NX +=-N?X +---
+3 + +(p_2)!

On multiplie par NP~ & gauche pour obtenir N?~2(X) = 0 et en itérant ce procédé il reste
N(X)=0.

Conclusion. . On a|{X € R" | (M — )X =0} = {X € R" | NX = 0}|

A1 0
6. a. On écrit D = de sorte que pour tout k entier naturel on a :
0 An
Ak 0
Dk =
0 Ak

Ainsi pour tout m entier naturel il vient :

m ok

1
E— 0
=

>
0 >H
k=0
m ok
Al
— 0
kz:: k! eM 0
Mais en vertu de la question IA3a on a —
m—r+00
k 0 et

(an)
WE
=%

£
Il
o

. , . 1
Ainsi |la série g HDk converge |.
k>0




b. Pour tout k entier naturel on a : (PDP_l)k = PDFP~1. Ainsi pour tout m entier naturel il
vient :
1o - ! TV N N R
ZHA :ZH(PDP ) :ZHPD pl=p ZHD P

AN US| =1
Mais on a vu que Z EDk — exp(D) donc : Z HAk v P Z k:'Dk> P
! = k! = k!

m——+00
k=0

1 =1 =1
Ainsi |la série Z EA’“ converge de somme Z gAk =P <Z k:'Dk> Pt
k>0 " k=0 " k=0 "

7. On suppose que A est diagonalisable. On écrit A = PDP~! avec ...On a alors exp(4) = Pexp(D)P~!

et il vient de suite :
det exp(A) = det exp(D) = e"P = ',

8. a. Comme les matrices I et A commutent, la formule du Binéme de NEWTON donne correctement :

m

B 1 m_m mY\ 1 m! 1 5
Am_<l+mA> _Z<k>mkA _kzomk(m—k:)!k!A

k=0

Il vient ainsi :

1 B~ m(m—1)---(m—k+1)\ 1
ZHA —An = Z<1— — A

k=0 k=0

On passe alors a la norme et avec 'inégalité triangulaire on a :

é;A’“—Am _ é(l_m(m 1)~7.7;]§m—k+1)>;!14k
< i <1_m(m—1)-7-7;bl£m—k+1)>1!Ak
k=0
< kZ:O (1_m(m_1).%;§m_k+1)>‘;!HAkH
)

m(m—1)---

Mais pour tout k entier naturel on a HA’“H < HA||k et 1 >

mk
amene :
S S m(m —1)---(m =k + 1)\ JA]*
=0 k=0

1, “ m(m—1)---(m—k+1)\ |AJ*
S - < X (1- - .
k=0 k=0
SIAE K mm = 1) (m—k+1) A
<X — o
k=0 k=0
- 1A41° [AI\"™
< — |1+ —
Z k! + m
k=0
m k m
A
Mais on a lim E u:eHAH et, classiquement, | lim <1+””> = el4l|,
m——+oo m—-+00 m




Important

. , . a\"™
Si a est un réel alors la suite wu, (1 + —) converge vers e*. En effet on pose pour n
n

entier v, = Inu,, de sorte que :

a

vn:nln<1—i—g> ~ aX—=ua
n

+o0 n

donc v, +—> a et, par continuité de I'exponentielle, u,, +—> e,
(o¢] o0

Il en résulte, par Sandwich, que :

OrZ—Ak — exp(A) donc |A,, — exp(A4)|

k! m—+00

Partie II - Propriétés de I’exponentielle de matrice.

9. Soit A dans M,,(IR). On a I = exp(A — A) = exp(A4) exp(—A) donc :

‘exp(A) est inversible d’inverse exp(—A) ‘

400 +o00 +00
1 1 1
10. a. Onaexp(d) =y A" =T+A+) A =T+A+AY —A

00 1
On pose alors | Sy = Z gAkfl

et on a bien ’exp(A) =1+ A(I+ Sa) ‘

b. Pour le lecteur

Zk'Ak 1

c. Ona|Sa| =

+oo
1
H < Z i ||AHk71 donc si A est non nulle on obtient :

> gl

1540 < 737 3 Z =g (#1141

Mais avec les notations de la question précédente, si |A| < 1, on a f(|A]) < 0 donc el4l —1 —
|A| < |A| ce qui permet d’affirmer que |Sa| < 1.

Le résultat reste bien siir valable lorsque A = 0.

Conclusion. ’ Si A < 1 alors |Sa| <1 ‘

d. Comme exp(A) = I on a A(J + S4) = 0 mais, comme |S4| < 1, on sait que (I + S4) est

inversible donc :

A=AI+Sa) I+ Sa)" ' =0

11. a. Soit M dans SDP,(IR). Par hypothese, les valeurs propres de M sont strictement positives. 0
n’est donc pas valeur propre de M : M est inversible.

Autre idée. Soit M dans SDP, (IR). Puisque les valeurs propres de M sont strictement positives,

0 n’est pas valeur propre de M

donc 'endomorphisme de IR™ canoniquement associé a M est



12.

injectif donc inversible (puisque IR"™ est de dimension finie) et ainsi M est inversible.

Conclusion. . ‘Toute matrice dans SDP, (IR) est inversible ‘

. Soit A dans S, (IR). 1l existe alors P dans O, (IR) et D dans M,,(IR) diagonale telle que A =

eM 0
PDPT. 11 vient alors : exp(A) = P exp(D)PT et on a vu que exp(D) = _
0 ern
Al 0
lorsque D = . Ainsi on a :
0 An

exp (A) = ("P exp(D)P") = ("PN)exp"(D)P" = P exp(D)P"T

donc ‘ exp(A) est une matrice symétrique ‘ De plus ses valeurs propres sont les et ot les \; sont

les valeurs propres de A donc sont strictement positives : ‘exp(A) € SPD,(IR) ‘

. Soit B dans SDP,(IR). On cherche une matrice A dans S, (IR) telle que exp(A) = B. Comme

B est dans SDP,(IR) on peut écrire B = PAPT ot P est dans O,,(IR) et A est dans M,,(IR)
diagonale. Mieux on a :
M1 0
A= L
0 fn

ou chaque u; est strictement positif. On pose alors correctement \; = In y; pour tout ¢ dans
{1,...,n} et on considere les matrices :

A1 0

D= et A=PDP'
0 An

Comme précédemment A est symétrique et exp(A) = B.

Conclusion. | exp |g, (r) est une surjection de S, (IR) sur SDP,(IR) |.

. Comme A est symétrique réelle, elle est orthogonalement diagonalisable : il existe P € O,(IR)

A1 0
et D = dans M, (IR) telle que : A = PDP. De plus, quitte & écahnger les
0 An
lignes de P on peut supposer que A\; < ... < Ay
eM 0
Puis on a vu que exp(A) = P pPL
0 etn
et 0
De méme on peut écrire exp(B) = Q Q'oules g < ... < py sont les
0 ehn

valeurs propres de B et ) est une matrice dans GL,(IR).

Comme exp A = exp B, elles ont les mémes valeurs propres, ce qui force, puisque eM < ... < e

et M < ... <etn, e =eliie \; = y; pour tout i dans {1,...,n}.



Conclusion. | A est B ont les mémes valeurs propres ‘

b. Pour tout m entier naturel, puisque A et tout polynéme en A commutent, on a

C.

(5ee)- ()

donc en faisant tendre m vers 4+o0o on obtient correctement A exp(A) = exp(A) A. Comme
exp(A) = exp(B) il vient donc :

i

ii

’A exp(B) = exp(B) A‘

Pour f endomorphisme de IR™, notons Ejy ¢ = ker(f — AMdg»)

Soit « dans F'. Il existe alors X réel tel que F' = E) , donc v(x) = Az et en regardant ce qui
se passe avec les matrices on obtient de suite exp(v)(z) = e*z et ainsi F est inclus dans le

sous-espace propre Eex eyp(y)-

Puis on sait que v est diagonalisable donc exp(v) aussi et ainsi :

R" = @ E)\,v: @ Ee)‘,exp(v)
)

Xeo(v) Aeo(v

Or Exy C Eexexp(ey donc dimEy, < dim Egx et s’il existe A\ dans o(v) tel que

,exp(v)
alors on aura ’absurdité :

,exp(

dim Ey, < dim Ee&exp(v)
n= Y dimEy\, < Y  dimEe o) =n
Aea(v) A€o (v)
ce qui permet d’affirmer que pour tout A dans o(v) on a dim E , = dim Eex ¢yp,(,y donc :

F= E)\ﬂ) = Ee)‘,exp(v)

Conclusion. Si F' est le sous-espace propre associé a la valeur propre A de v alors F' est le
sous-espace propre associé & la valeur propre e de exp(v).

e Soit A réel tel que F' = E) ,. On a vu que F' = Fgax donc pour tout x dans F on a

exp(v)
exp(v)(z) = e*z. Mais u et exp(v) commutent en vertu de la question B4b donc :

expv(u(z)) = ulexp(v)(x) = u(e*z) = e u(x)

donc u(z) € Eex F ce qui permet d’affirmer que ‘ F' est u-stable ‘

sexp(v) =

e [’endomorphisme induit up (qui est donc correctement défini) est diagonalisable puisque
symétrique (car u l'est).

d. e Soit A\ une valeur propre de v (donc de u, puisque A et B ont les mémes valeurs propres). On

a vu que By, = Eox oyp(y)- Comme exp(u) = exp(v), il vient Eex
de u et v étant symétriques, on a Egx

exp(v) = Fex exp(u)- Les roles

exp(u) = Ej 4. 11 en résulte que :

E)\,v = E)\,u-

Ainsi |u et v ont les mémes vecteurs propres associés & une méme valeur propre |.




e Appelons fi1,. .., iy les valeurs propres distinctes de v. Comme v est diagonalisable (car symé-

p

trique), on peut écrire £ = @ E,, »- Mais ’endomorphisme induit par f sur chaque E,, , est
i=1

diagonalisable (question précédente) : il existe une base §; de E,,, ,, constituée de vecteurs propres

P
de f, pour la valeur propre p;. Comme la somme F = @ E,, » est directe, 8 = Rec(B1, ..., Bp)
) i=1
est une base de IR", constituée de vecteurs propres communs a u et v dont les valeurs propres
associées a u et v respectivement sont égales : u et v sont égaux sur § donc ils sont égaux.

Conclusion. ’ uw=v donc A = B|
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